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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 
 
АФЧХ  амплітудно-фазова частотна характеристика; 
АЧХ  амплітудна частотна характеристика; 
ВПІД – верстат-пристосування-інструмент-деталь; 
ЕОМ  електронно-обчислювальна машина (комп’ютер); 
ЕПС – еквівалентна пружна система; 
КШВ – комплектний шпиндельний вузол; 
МДЖ – метод динамічних жорсткостей; 
МДП – метод динамічних піддатливостей; 
МПМ – метод перехідних матриць; 
МПП - метод початкових параметрів; 
МСЕ - метод скінчених елементів; 
НС – несуча система; 
ОК  опора кочення; 
ПК  персональний комп’ютер; 
ПД – процес в двигуні; 
ПР – процес різання; 
ПТ – процес тертя; 
ПС – пружна система; 
ПФЕ  повний факторний експеримент; 
САК  система автоматичного керування; 
САПР - система автоматизованого проектування; 
ФЧХ  фазова частотна характеристика; 
ШВ - шпиндельний вузол; 
 
CAD - computer-aided design; 
CAE - computer-aided engineering; 




Актуальність теми. Одним із головних напрямків розвитку вітчизняного і 
світового верстатобудування є перехід до агрегатно-модульного принципу 
компоновки верстатів із окремих комплектних вузлів-модулів. При вузловому 
проектуванні верстатів необхідно мати динамічні характеристики складових 
вузлів для визначення на їх основі динамічних характеристик верстата в цілому. 
При цьому відкривається можливість оцінювати якість майбутнього верстату, 
зокрема динамічну, ще на етапі проектування конструкції. Однак, існуючі методи, 
розроблені різними авторами, не в повній мірі обгрунтовані для отримання 
точних динамічних характеристик вузлів, оскільки в основному призначені для 
досліджень повної конструкції верстату. Як наслідок цього, не вирішена проблема 
визначення динамічних характеристик верстата на основі динамічних 
характеристик складових вузлів, що необхідно для оцінки динамічної якості 
конструкції на етапі її агрегатно-модульного проектування.  
Робочому простору верстатів притаманна анізотропія динамічних 
характеристик, зокрема статичної і динамічної просторової жорсткості, яка 
залежить від відповідних характеристик складових вузлів, а також від компоновки 
і виготовлення конструкції. Анізотропія жорсткості верстата в зоні різання 
безпосередньо впливає на точність оброблених деталей, появу різноманітних 
макро- і мікропохибок обробки. Визначення просторової жорсткості верстату на 
етапі проектування надає можливість прогнозувати досяжну точність обробки 
деталей на верстаті, а також об’єктивно призначати технологічні режими для їх 
обробки. Це створює проблему визначення просторової статичної і динамічної 
жорсткості верстатів, складених з окремих вузлів з власними пружними 
характеристиками.  
Перехід до сучасних методів проектування металорізальних верстатів за 
агрегатно-модульним принципом з застосуванням комплектних вузлів і 
мехатронних модулів нагально вимагає розробки нової концепції проектування 
верстатів і розробки методології моделювання динаміки пружної системи 
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верстату по частинах (підсистемах, вузлах), що являє актуальну науково-технічну 
проблему. Її вирішення дозволить на стадії проектування оцінити і забезпечити 
високу динамічну якість верстату, спроектованого за агрегатно-модульним 
принципом, а також відповідно (як наслідок)  підвищити точність і 
продуктивність обробки на верстаті, що проектується.   
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 
Дисертаційна робота є узагальненням результатів досліджень, які виконувались у 
відповідності до планів науково-дослідних робіт Державного науково-
випробувального центру Збройних сил України (ДНВЦ ЗСУ) та наукової 
тематики кафедри конструювання верстатів і машин Національного технічного 
університету України „Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського” 
(НТУУ КПІ). Автор був виконавцем наукових досліджень у держбюджетній 
науково-дослідній роботі №2912-ф „Теорія кінематики та динамічних робочих 
процесів обробки небезпечних об’єктів мобільними верстатами-роботами” 
(Номер державної реєстрації - №0116U003695). 
Мета роботи і задачі дослідження.  
Метою роботи є створення наукових основ оцінки динамічних 
характеристик металорізальних верстатів по динамічних характеристиках їх 
вузлів під час агрегатно-модульного проектування верстатів для забезпечення їх 
високої динамічної якості. 
Для досягнення даної мети в роботі були поставлені такі основні задачі: 
1. Розробити концепцію побудови і методологію моделювання динаміки 
пружної системи верстата по частинах (підсистемах, вузлах) і визначити 
шляхи спрощення динамічних моделей без втрати точності оцінки динамічних 
характеристик верстата. 
2. На основі тензорного числення визначити характеристики просторової 
жорсткості вузлів верстата і подати їх у вигляді геометричних поверхонь (на 
прикладі поверхонь просторової жорсткості для шпиндельних вузлів). 
3. Розробити тензорну модель просторової жорсткості (піддатливості) 
шпиндельного вузла і методику визначення її пружних властивостей в 
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розрахункових моделях з зосередженими і розподіленими параметрами, для 
чого розробити узагальнені динамічні моделі шпиндельних вузлів.  
4. Створити параметричні моделі комплектних шпиндельних вузлів для 
верстатів різного технологічного призначення і розробити методику 
параметричної оптимізації їх конструкцій. 
5. Розробити тензорно-геометричну модель жорсткості пружної системи 
верстата на базі основних підсистем (вузлів) і побудувати поверхню 
просторової жорсткості (піддатливості) всієї конструкції для визначення її 
статичних і динамічних характеристик пружності.  
6. Експериментально підтвердити основні положення теоретичних розробок щоб 
визначити вплив статичної і динамічної просторової жорсткості верстата на 
точність обробки деталей (зокрема на прикладі розточувальної операції). 
7. Розробити методи та пропозиції щодо підвищення просторової жорсткості 
пружної системи верстата-робота з паралельною кінематикою для 
забезпечення високої точності обробки різанням. 
Методи досліджень. У теоретичних дослідженнях застосовано основні 
положення системного аналізу і теорії множин, математичної теорії матричного і 
тензорного числення, технології машинобудування, конструювання 
металорізальних верстатів, теорії механічних коливань, динаміки верстатів, 
операційного числення і теорії автоматичного керування, методів математичного і 
комп’ютерного моделювання. Комп’ютерна реалізація математичних моделей 
проводилась за програмами MathCAD, MathLab та за оригінальними програмами. 
Для комп’ютерного проектування використовувались системи Kompas, AutoCAD, 
SolidWorks. Розрахунки виконувались в програмах Cosmos, Ansys, WinMachine і 
інших. Експериментальні дослідження проводились в лабораторних та 
виробничих умовах з використанням сучасного верстатного обладнання, верстатів 
з ЧПК і повірених вимірювальних засобів. Обробка результатів експериментів 
виконувалась з використанням положень математичної статистики, спектрального 
аналізу і теорії планування експерименту за допомогою пакетів стандартних 
програм комп’ютерної обробки експериментальних даних. 
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Наукова новизна отриманих результатів. 
Запропонована нова концепція побудови і моделювання пружної системи 
верстата по частинах, яка вирішує проблему оцінки динамічної якості конструкції 
за підсистемами (вузлами) при агрегатно-модульному проектуванні. Створена 
методологія моделювання включає розробку на базі точних діакоптичних методів 
варіантів розділення моделей пружної системи верстата на складові підсистеми та 
шляхів спрощення моделей на основі матрично-тензорного аналізу пружної 
системи верстату. 
Вперше запропоновано описувати просторові пружні характеристики 
основних вузлів верстата за допомогою тензорів жорсткості або піддатливості з їх 
геометричною інтерпретацією у вигляді відповідних еліпсоїдів, які описуються 
тензорами другого порядку. При цьому було реалізовано формування поверхні 
еліпсоїда жорсткості (піддатливості) шпиндельного вузла в зоні різання. 
Для визначення параметрів еліпсоїдів статичної і динамічної просторової 
жорсткості шпиндельних вузлів розрахунковим шляхом розроблена узагальнена 
динамічна модель шпиндельного вузла з розподіленими параметрами, а також 
складена комп’ютерна програма для розрахунку динамічних характеристик вузла 
за методом початкових параметрів, що значно підвищує точність розрахунків. 
Створені параметричні 3D-моделі комплектних шпиндельних вузлів з 
використанням в якості керуючих параметрів основних компоновочних розмірів 
вузлів, що дозволяє виконувати оптимізацію їх конструкцій. Розроблена 
оригінальна методика оптимізації компоновок шпиндельних вузлів по статичних і 
динамічних характеристиках з застосуванням методу багатокритеріальної 
оптимізації Парето з нормованими критеріями. 
Вперше запропонований метод побудови поверхні статичної просторової 
піддатливості пружної системи верстата на основі еліпсоїдів піддатливості його 
головних підсистем (вузлів). Поверхня динамічної просторової піддатливості 
верстата будується на базі статичної поверхні з урахуванням коефіцієнтів 
динамічності по головних осях системи, отриманих з динамічних характеристик. 
 11 
Отримані поверхні дозволяють оцінити досяжну граничну точність обробки 
деталей різанням ще на стадії проектування верстату. 
Вперше при моделюванні розточувальної обробки на основі визначеної 
поверхні просторової піддатливості верстата отримані величини похибок обробки 
деталі внаслідок відтиснення інструменту від заготовки, які формують реальні 
траєкторії вершини інструменту (статичні і динамічні) на відміну від ідеальних 
(кінематичних). Це підтверджує прямий зв’язок точності обробки деталей з 
жорсткістю верстату, а також безпосередню залежність виду реальної траєкторії 
інструменту від форми поверхні просторової жорсткості. Наявність такого зв’язку 
підтверджена експериментально, шляхом спектрального аналізу круглограм 
деталей, оброблених на верстаті.  
Розроблено новий метод підвищення жорсткості верстата-робота з 
паралельною кінематикою, для чого запропоновано оригінальний принцип 
компоновки конструкції мобільного дистанційно керованого роботизованого 
верстатного комплексу, яка сформована по дуальній схемі на основі двох 
підсистем з паралельними кінематичними структурами: верстата-гексапода (з 
вмонтованим комплектним шпиндельним вузлом − електрошпинделем) і 
маніпулятора-гексапода. Забезпечення необхідної жорсткості несучої системи 
верстата-робота при різанні здійснюється спеціальним шестикоординатним 
маніпулятором, який встановлений на платформі верстата і жорстко з’єднується 
спеціальними захватами з об’єктом, що обробляється. 
Практичне значення отриманих результатів: 
− запропонована методологія моделювання динамічних систем верстатів і їх 
вузлів на основі матрично-тензорного підходу і точних діакоптичних методів 
дозволяє конструктору виконати оцінку статичних і динамічних характеристик 
пружної системи верстата по характеристиках його основних підсистем 
(вузлів) при агрегатно-модульному проектуванні; 
− розроблені математичні моделі просторових жорсткісних параметрів верстатів і 
їх вузлів, що адаптовані до універсального комплексу комп’ютерного 
моделювання Matlab/Simulink, можуть використовуватись для моделювання 
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різних типів верстатів при агрегатно-модульному проектуванні і дослідженні; 
− розроблені методики динамічних розрахунків, моделі пружних систем верстатів 
і їх вузлів, а також програмні продукти надають можливість користувачу 
виконувати розрахунково-конструкторські роботи з проектування верстатів за 
допомогою комп’ютерів, формувати математичні моделі пружних систем 
верстатів і їх вузлів та виконувати статичні і динамічні розрахунки з метою 
оцінки якості верстатів, що проектуються; 
− розроблені параметричні моделі комплектних шпиндельних вузлів і 
методологія багатокритеріальної параметричної оптимізації за статичними і 
динамічними показниками дозволяють конструктору визначити оптимальні 
параметри вузла та вибрати відповідний шпиндельний вузол для агрегатно-
модульного верстату з розроблених номенклатурних рядів типових 
конструкцій;  
− отримані поверхні просторової статичної і динамічної піддатливості пружної 
системи верстата дають можливість прогнозувати траєкторії інструмента 
відносно деталі та оцінювати точність обробки деталей на верстаті ще на стадії 
проектування; 
− розроблені теоретичні засади і запропоновані пропозиції по підвищенню 
жорсткості при різанні верстата-робота з паралельною кінематикою 
дозволяють забезпечити високоточну обробку об’єкта (деталі) по 7…9 
квалітету; 
− основні результати роботи пройшли апробацію та використовувались при 
виконанні держбюджетних і договірних науково-дослідних робіт в ДНВЦ ЗСУ 
і НТУУ КПІ, а також заплановані до запровадження у навчальний процес у 
НТУУ «Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського». 
Особистий внесок здобувача. Здобувачем самостійно сформульовані 
наукова новизна роботи, напрямки її розробки й реалізації, проведені теоретичні 
дослідження, здійснена комплексна алгоритмізація процесу досліджень, автор 
брав участь у впровадженні розробок. Постановка задач досліджень, 
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формулювання основних положень роботи, опрацювання структури і змісту 
роботи та формування висновків виконані разом з науковим консультантом. 
Апробація роботи. Основні питання дисертаційної роботи доповідались і 
обговорювалися на міжнародних науково-технічних конференціях, науково-
практичних конференціях, науково-технічних семінарах: ХІІІ Міжнародна 
науково-технічна конференція «Промислова гідравліка і пневматика», 2012р., 
м.Чернігів; ІІІ Міжнародна науково-практична конференція «Комплексне 
забезпечення якості технологічних процесів та систем», 2013р., м.Чернігів; ХІ 
Міжнародна науково-технічна конференція «АВІА-2013», 2013р., м. Київ; ХV 
науково-технічна конференція «Створення та модернізація озброєння і військової 
техніки в сучасних умовах», 2015р., м.Чернігів; VІ Міжнародна науково-
практична конференція «Комплексне забезпечення якості технологічних процесів 
та систем», 2016р., м.Чернігів; ХХІ Міжнародна науково-технічна конференція 
«Гідроаеромеханіка в інженерній практиці», 2016р., м.Київ; ХІV Міжнародна 
науково-технічна конференція «Важке машинобудування. Проблеми та 
перспективи розвитку», 2016р., м.Краматорськ;  ХVІІ Міжнародна науково-
технічна конференція «Прогресивна техніка, технологія та інженерна освіта», 
2016р., м.Одеса; ІІ Міжнародна науково-практична конференція «Сучасні 
технології промислового комплексу», 2016р., м.Херсон; розширеному засіданні 
кафедри конструювання верстатів і машин НТУУ КПІ, 2016р., м.Київ; 
розширеному семінарі секції №1 НТР ДНВЦ ЗСУ, 2016р., м.Чернігів. 
Публікації. За результатами досліджень опубліковано 28 друкованих праць, 
з них 22 статті опубліковані у фахових виданнях, затверджених ВАК України,  9 
статей у виданнях України, які включені до міжнародних наукометричних баз, 6 
тез доповідей на науково-технічних конференціях (7 статей опубліковані без 
співавторів). 
Структура і обсяг дисертації. Робота складається зі вступу, 7 розділів 
основної частини, висновків, списку використаних літературних джерел із 201 
найменування,  10 додатків. Загальний обсяг роботи становить 466 сторінок, у 
тому числі 297 сторінок основного тексту. 
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РОЗДІЛ 1 
АНАЛІЗ ПРОБЛЕМИ, МЕТА І ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ 
 
 
1.1 Агрегатно-модульний принцип створення металорізальних верстатів 
 
В умовах підвищеної конкуренції на ринку технологічного устаткування 
сучасні верстати і комплекси повинні задовольняти якісно новим вимогам по 
продуктивності і якості продукції. Для цього необхідно гарантувати такі важливі 
показники як точність, продуктивність, надійність, рівень автоматизації 
верстатного обладнання. Значний внесок у вирішення цих питань внесли 
О.І.Авєрьянов, Б.С.Балакшин, Б.М.Базров, Ю.Д.Врагов, І.М.Колесов, 
В.О.Кудинов, Ю.М.Кузнєцов, З.М.Лєвіна, В.Т.Портман, В.Е.Пуш, Д.М.Решетов, 
П.Р.Родін,  Ю.М.Соломенцев, В.Б.Струтинський і інші вітчизняні і закордонні 
вчені. 
В зв’язку з інтенсифікацією режимів обробки на верстатах важливим 
аспектом є забезпечення високої динамічної якості верстатів, зокрема 
вібростійкості і динамічної точності, які часто обмежують їх продуктивність [60]. 
Аналіз загальних тенденцій розвитку вітчизняного і світового 
верстатобудування свідчить про зростання рівня автоматизації верстатів, а також 
про суттєве підвищення рівня гнучкості і модульності металообробного 
обладнання. В даному напрямку одним із головних шляхів розвитку 
металообробного обладнання є перехід до агрегатно-модульного принципу 
побудови верстатів, який раніше використовувався лише для виробництва 
спеціальних агрегатних верстатів в одиничних екземплярах [1,10,11,22,175]. 
Застосування комплектних модулів (вузлів, підвузлів, механізмів), зокрема 
мехатронних модулів, а також уніфікованих і нормалізованих елементів в 
конструкціях верстатів дозволяє створювати різноманітні компоновки з 
мінімальною кількістю оригінальних елементів. Це підвищує їх гнучкість, 
ремонтоздатність, легкість модернізації, значно скорочує строки їх проектування і 
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виробництва, зменшує вартість верстатів, дає можливість широко уніфікувати 
модулі і налагодити їх виробництво з високою якістю. 
Агрегатно-модульна конструкція верстата показана на рисунку 1.1. Вона 
складається з типових вузлів, які виготовляються спеціалізованими сторонніми 
підприємствами з високою якістю. Широке розповсюдження, особливо в Європі, 
знаходять проекти по уніфікації різних верстатних систем і вузлів. [16-18,146]. 
 
 
Рисунок 1.1    Схема компоновки верстата модульного типу: 
1- стійка, 2 - магазин, 3 - автооператор, 4 - бокова станина, 5 - силовий стіл,  
6 - центральна станина, 7- поворотний стіл, 8 - багатошпиндельна головка,  
9 - шпиндель.  
 
На рисунку 1.2 показані базові підсистеми, які складають основу 
конструкцій верстатів модульного типу. Ці підсистеми містять основні 
конструктивні елементи модульного верстату. До таких агрегатних вузлів 
належать типові елементи несучої системи (станини, стійки, консолі), поздовжні і 
хрестові столи, агрегатні головки (самодіючі і не самодіючі), шпиндельні вузли 
(ШВ), автоматичні коробки швидкостей (АКС), поворотні (обертальні) столи, 
револьверні головки і інше. Вже сьогодні широко використовуються підсистеми, 
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які виготовляються спеціалізованими фірмами: мотор-шпинделі; поворотні столи, 
накладні направляючі, транспортери стружки, інструментальні магазини, 
револьверні головки, коробки швидкостей із вбудованими двигунами, пристрої 
захисту направляючих і інші. Значним кроком в напрямку агрегатно-модульного 
конструювання верстатів стала розробка, виготовлення і впровадження різного 
виду мехатронних модулів. При проектуванні і виготовленні модульних 
конструкцій особлива увага приділяється уніфікації посадочних елементів і 
поверхонь для монтажу модулів. 
 
Рисунок 1.2    Основні підсистеми верстата модульного типу 
 
Завдяки модульному підходу з’явились нові напрямки в конструюванні 
верстатів.  
1. Останнім часом все більше розробляється верстатів, які сконструйовані із 
використанням мехатронних модулів, як комплектних модулів, особливістю яких 
є розташування двигуна безпосередньо на виконавчому органі [32]. В різних 
верстатах такими модулями є приводи інструменту и заготовки, які виконані у 
вигляді мотор-шпинделів, приводи подач, головні приводи, поворотні і глобусні 
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столи, поворотна шпиндельна бабка, револьверні головки, приводи обертального 
інструменту і інші. Це дозволяє значно підвищити модульність конструкції 
верстата об’єднанням мехатронних модулів в складні системи і комплекси. 
2. Значний розвиток отримують верстати нового покоління зі змінною 
конфігурацією і відкритою архітектурою. Реконфігурація забезпечує більшу 
гнучкість і функціональність верстатної системи за рахунок зміни компоновки 
обладнання чи заміни компонентів системи. Зміна архітектури відкритої системи 
відбувається за рахунок заміни окремих вузлів – модулів. При реконфігурації 
можлива також і модернізація верстатної системи. Такі системи є більш гнучкими 
як при виготовленні, так і при експлуатації. Це обумовлює необхідність переходу 
до модульного принципу проектування і виготовлення верстатних систем.  
3. Перспективним є також розвиток гібридних компоновок, в яких 
традиційні рішення співіснують з компоновками верстатів з паралельною 
кінематикою (трипод, гексапод) [37,49,50]. Тут також широко використовується 
агрегатно-модульний принцип конструювання верстатів із типових модулів. 
Перехід до агрегатно-модульного принципу побудови верстатів наближає 
виготовлення верстатів до суто складальних виробництв. При цьому він дозволяє: 
- зменшити кількість оригінальних деталей у верстаті і забезпечити високу 
конструкторську уніфікацію складових елементів; 
- підвищити точність, жорсткість і надійність конструкцій; 
- підвищити ефективність і значно скоротити строки проектування 
металообробного обладнання; 
- поглибити спеціалізацію виробництва комплектуючих вузлів і суттєво 
зменшити вартість верстатів. 
Новітні методи модульного конструювання і виготовлення верстатів 
вимагають нових підходів в їх дослідженні, серед яких можна визначити наступні: 
- загальні питання раціонального конструювання верстатів за модульним 
принципом (із забезпеченням основних показників якості верстата); 
- структурно-параметричний синтез модульних конструкцій верстата; 
- сучасні методи розрахунку основних підсистем верстата; 
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- розгляд динаміки верстата, як складної модульної системи; 
- математичне моделювання верстатів і їх вузлів. 
Агрегатні модулі мають власні характеристики, які при складанні додаються 
до аналогічних характеристик всього верстату. Те ж саме відноситься і до 
динамічних характеристик верстатів і їх вузлів, але тут є суттєві особливості. 
Інтенсифікація режимів обробки на верстатах, поява нових обробних матеріалів, 
підвищення швидкості переміщення рухливих вузлів, зростання сил і швидкостей 
різання, автоматизація виробничих процесів поряд з підвищенням вимог до 
точності розмірів і форми деталей та якості їх поверхонь призвело до різкого 
зростання ролі динамічних процесів у верстатах.  
Важливою проблемою є забезпечення необхідної динамічної якості окремих 
вузлів (підсистем) верстата, а також – всієї динамічної системи верстата, 
складеного із цих вузлів (підсистем) за агрегатно-модульним принципом. Ця 
проблема вимагає встановлення основних принципів і методологічних засад в 
області динаміки металорізальних верстатів, які до цього часу не були досліджені. 
Особливо це стосується динамічної системи модульних верстатів, в яких зв’язки 
між окремими підсистемами мають визначальну роль і можуть суттєво змінювати 
динамічні характеристики всього верстата. Тому забезпечення точної і надійної 
оцінки динамічної якості модульних верстатів є актуальною задачею для 
розробників верстатів. Вирішенню цієї важливої наукової проблеми присвячена 
представлена робота. 
 
1.2 Динамічна система верстата, її елементи і характеристики  
 
Дослідженню динамічних систем верстатів присвячена велика кількість робіт 
вітчизняних і зарубіжних дослідників [39,42,60,85,109,140,181,176,191,196,200]. 
Основні теоретичні положення динаміки верстатів закладені в роботах 
В.О.Кудинова [19,28,59,60]. Вони базуються на вихідному уявленні про 
динамічну систему металорізального верстата, як складну замкнену 
багатоконтурну неконсервативну систему з внутрішнім джерелом енергії.  
 19 
Динамічна якість металорізального верстата визначається трьома основними 
показниками: вібростійкістю, відхиленням при зовнішніх впливах і швидкодією.  
Загальна схема замкненої динамічної системи верстата показана на рисунку 
1.3-а. Вона складається із пружної системи (ПС) і робочих процесів, що 
відбуваються в її рухомих з’єднаннях (процеси різання - ПР, тертя - ПТ, в 
двигунах - ПД). ПС металорізального верстата являє собою складну механічну 
систему, яка містить в собі верстат, пристосування, інструмент і деталь (система 
ВПІД). При роботі верстата елементи ПС взаємодіють з діючими робочими 
процесами ПР, ПТ і ПД, а робочі процеси між собою взаємодіють через ПС. В 
свою чергу ПС являє собою складну збірну механічну конструкцію, до якої 
належать різні елементи – вузли, підвузли і деталі (рисунок 1.3-г). 
 
 
Рисунок 1.3    Схема динамічної системи верстату та її елементів 
а) повна динамічна система;   б) еквівалентна динамічна система;  
в) елементи динамічної системи;   г) вузлова структура ЕПС;  
д) основні вузли пружної системи верстату. 
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Кожний з елементів має свої власні параметри і характеристики, які 
переносяться в загальну конструкцію верстата. Знаючи вузлові динамічні 
характеристики кожного елемента (вузла), можна визначити необхідні 
характеристики повної ПС верстату. 
Динамічні характеристики елемента або системи зручно представляти у 
вигляді передаточних функцій (ПФ) )(pW , як відношення операторних зображень 
вихідної координати до вхідної, де p  – оператор Лапласа. 
Для аналізу динамічної системи верстата і її елементів широко 
використовують частотні методи і відповідні частотні характеристики, наприклад,  
у вигляді: амплітудних – АЧХ, фазових – ФЧХ, амплітудно-фазових – АФЧХ і 
інших. Такі частотні характеристики отримують з частотної ПФ )( iW , одержаної 
з ПФ )(pW  шляхом перетворення Фур’є (де   – частота, а i  – уявна одиниця).  
Одним із найважливіших вихідних динамічних показників верстата є 
стійкість, зокрема – вібростійкість, яка часто обмежує продуктивність обробки.  
Вібростійкість залежить від якості всієї динамічної системи металорізального 
верстату і оцінюється за допомогою АФЧХ ЕПС верстату )( iWЕПС  (рис. 1.4-а). Ця 
характеристика  є головною інтегральною характеристикою, яка відображає 
відношення зміщення y різального інструменту відносно заготовки вздовж 
нормалі до поверхні різання до сили P, яка діє в напрямку сили різання. Тобто, 
АФЧХ )(/)()()(  iPiyiWiW yPЕПС   визначає динамічну піддатливість ЕПС 
верстату, яка змінюється в залежності від частоти ω вхідного сигналу (сили P). 
Важливими параметрами АФЧХ є: ЕПСK  – статична піддатливість ЕПС, p  – 
резонансні частоти системи, 
pA  – амплітуди динамічної піддатливості ЕПС на 
резонансних частотах, mЕПСRe  – відрізок, який характеризує схильність системи до 
втрати стійкості і розвинення автоколивань на частоті m .  
При відомій АФЧХ ЕПС ЕПСW  і АФЧХ процесу різання pW  (рис. 1.4-б) можна 
знайти динамічну характеристику (АФЧХ) розімкненої системи  верстату 
рЕПСРОЗ WWW   (рис. 1.4-в), яку використовують для встановлення стійкості 




Рисунок 1.4    Амплітудно-фазові частотні характеристики (АФЧХ): 
а) ЕПС верстату по зв’язку з процесом різання - ЕПСW ;  
б) процесу різання - 
pW ; в) розімкненої системи - РОЗW . 
 
При обробці “по чистому” система стійка, якщо годограф характеристики 
РОЗW  не охоплює критичну точку (-1;0). На рисунку 1.4-в годограф 1 відповідає 
стійкій системі, 3 – не стійкій системі, 2 – система перебуває на межі стійкості. 
При обробці “по сліду” система стійка, якщо характеристика РОЗW  розташована 
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правіше від вертикалі, проведеної через точку (-0,5;0) і позначеної пунктирною 
лінією. Тут тільки одна система (з характеристикою 1) є стійкою. 
Таким чином, АФЧХ ЕПСW  − це основна характеристика верстату, яка 
відображає статичну і динамічну піддатливість (жорсткість) ПС в зоні різання. 
При забезпеченні незмінності характеристики процесу різання АФЧХ ЕПСW   можна 
використовувати для оцінки вібростійкості конструкцій, як один з методів оцінки 
динамічної якості верстатів, розглянутих нижче.  
Для агрегатно-модульних верстатів важливою невирішеною проблемою є 
оцінка динамічної якості (зокрема характеристик статичної і динамічної 
жорсткості) верстатів, складених з окремих підсистем (вузлів, модулів).  
 
1.3 Методи оцінки динамічної якості верстатів 
 
В більшості сучасних верстатів динамічні параметри системи є 
стримуючими факторами зростання продуктивності і точності обробки. Зокрема 
підвищену увагу слід приділяти таким важливим показникам як вібростійкість, 
швидкодія, відхилення системи при дії зовнішніх збурень. Тому забезпечення 
високої динамічної якості верстатів є актуальною задачею для верстатобудівних 
виробництв. 
Динамічну якість металорізальних верстатів оцінюють різними методами 
(експериментальними і розрахунковими), серед яких можна виділити основні: 
1. Випробування верстатів при різанні. 
2. Випробування верстатів без різання. 
3. Розрахункова оцінка шляхом математичного моделювання ПС верстату . 
4. Оцінка гібридними розрахунково-експериментальними методами. 
Випробування верстатів при різанні проводять з метою знаходження 
областей допустимих технологічних параметрів обробки (швидкості, подачі, 
глибини різання, геометрії інструменту, матеріалів), в яких забезпечується різання 
без вібрацій, а також встановлення меж стійкості при різанні. При цьому знайдені 
області і межі наносяться на виробничу характеристику верстату.  
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Випробування верстатів при різанні поділяються на лабораторні, які 
проводяться для дослідного зразка по повній програмі, і цехові (спрощені) – для 
серійної продукції. У виробничих умовах широко застосовується метод 
“граничної стружки”, розроблений В.О.Кудиновим в ЭНИМС [62]. При цих 
випробуваннях майже не використовуються вимірювальні прилади, а досягнення 
“граничної стружки” фіксується за характерними ознаками (підвищення рівня 
шуму, гулу, амплітуд коливань, слідів на поверхнях обробки). Призначення 
допустимих норм на величину “граничної стружки” виконується на основі 
статистичних досліджень партії верстатів. Проте, цей метод має ряд недоліків: 
підвищені витрати матеріалів заготовок, різального інструменту, невисока 
точність, тривалий час випробувань і інше. З цих причин доцільно переходити до 
методів випробування верстатів без різання. 
Випробування верстатів на вібростійкість без різання [63] базується на тому 
факті, що величина “граничної стружки” визначається за двома АФЧХ: процесу 
різання 
pW  і ЕПСW  . При незмінних параметрах процесу різання pW  стійкість 
системи залежить тільки від АФЧХ ЕПСW . Тому з двох верстатів кращим є той, 
АФЧХ якого має менші розміри (тобто параметри ЕПСK  , pA , 
m
ЕПСRe ). При цьому 
параметр mЕПСRe  характеризує вібростійкість верстата й пов’язаний з величиною 
“граничної стружки” кореляційною залежністю. Запропонована методика 
дозволяє практично реалізувати метод оцінки вібростійкості верстатів по 
характеристиках ЕПСW . При цьому АФЧХ верстата можуть бути отримані як 
експериментальним, так розрахунковим шляхом [42,56]. 
Більш точний експериментальний шлях полягає в проведенні натурного 
експерименту визначення ЕПСW  верстату. Він може проводитись двома способами: 
з детермінованими і недетермінованими силовими навантаженнями ПС.  
При детермінованому способі використовується метод моногармонічного 
впливу. Для збудження у верстаті змушених коливань з різними частотами між 
інструментом і заготовкою вбудовується вібратор, який створює зовнішню силу. 
Ця сила по величині порівняна із силою різання P  і спрямована в тому ж 
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напрямку, тобто імітує дію сили різання. Величина (амплітуда) сили вимірюється 
датчиком сили, який вбудований у вібратор. Датчиком відносних коливань 
вимірюються коливання y між інструментом і заготовкою у напрямку нормалі до 
оброблюваної поверхні. Сигнали, що надходять із датчиків сили і переміщення, 
реєструються і обробляються за допомогою електронної вимірювальної 
апаратури. При зміні частоти   збуджуючої сили в межах робочого діапазону 
частот, одержують шукану експериментальну АФЧХ верстата ЕПСW , яка будується 
на комплексній площині (див.рис.1.4-а).  
З аналізу АФЧХ ЕПСW  можна визначати не тільки вібростійкість верстата, а 
також інші показники: статичну жорсткість ПС, резонансні частоти системи, 
амплітуди динамічної піддатливості. В цілому АФЧХ ЕПСW  дозволяє надійно 
оцінити динамічну якість верстата без різання. Для зняття цих характеристик в 
«ЭНИМС» розроблені комплексні установки ЛДС-65, КИМА-3, КИМА-4 і інші.  
При недетермінованому способі оцінка динамічної якості верстата 
проводиться з використанням спектрального методу [39,40,67]. Цей метод 
знаходить застосування переважно при випробуваннях важких і унікальних 
верстатів, де складно застосувати детерміновані впливи. Оцінка динамічної якості 
верстата проводиться тут по динамічних характеристиках ЕПС, які визначаються 
безпосередньо при різанні. Проте, спектральний метод є менш точним.  
Таким чином, у порівнянні з розглянутим вище спектральним методом 
метод гармонійного впливу дозволяє вирішувати значно більше завдань аналізу 
динаміки конструкції, у тому числі питання аналізу-синтезу динамічних систем 
при вузлових дослідженнях верстатів. 
На сьогодні в зв’язку з прогресом комп’ютерної техніки для оцінки 
верстатів значного поширення набули розрахункові методи математичного 
моделювання механічних систем. Методологія математичного моделювання 
механічних систем і процесів розроблена в роботах [69,115-117,128] із залученням 
сучасних математичних пакетів програм MathCAD, MATLAB і інших [3,68,91]. 
Проте, моделювання тут здійснюється для спрощених систем, які не завжди 
відповідають реальним конструкціям верстатів і дають приблизні результати. 
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При агрегатно-модульному проектуванні верстата дослідження динаміки 
виконується за підсистемами (по частинах, вузлах). При цьому необхідно знайти 
методи визначення характеристик окремих підсистем (вузлів), по яких можна 
оцінити їх динамічну якість. А також, за відомими динамічними 
характеристиками підсистем можна отримати характеристики системи в цілому.  
ПС верстата являє собою складну механічну коливальну систему, що має 
велику кількість ступенів волі та різноманітні види зв’язку її узагальнених 
координат. З теорії коливань відомо, що всі елементи в динамічній системі є 
взаємопов’язаними і взаємозалежними. При цьому властивості (характеристики) 
всієї системи не можна отримати простою сумою властивостей її елементів. Тому 
дослідження динаміки верстата по частинах (вузлах) має значні складнощі, 
обумовлені взаємопов’язаністю частин між собою. Розчленування повної ПС на 
незалежні підсистеми (наприклад, за конструктивними чи іншими ознаками) без 
урахування впливу зв’язаності в системі практично неможливо, бо дає невірні 
результати. Система може достатньо легко розділятися лише при переході до 
нормальних координат (форм коливань). При наявності математичного опису 
системи виділення нормальних координат шляхом нескладних алгебраїчних 
перетворень (нормалізація системи) цілком можливе. Однак, ці координати, як 
правило, є суто теоретичними і в більшості випадків не мають ясного фізичного 
змісту. Тому розробка методів поділу верстата за конструктивними елементами з 
метою визначення їх  динамічних характеристик є актуальним завданням.  
Для вирішення подібних задач доцільно використовувати спеціальні 
декомпозиційні методи аналізу-синтезу, які застосовуються при дослідженні 
складних систем [76,144]. Декомпозиція — це науковий метод, який, 
використовуючи структуру задачі, дозволяє замінити розв’язок одного великого 
завдання розв’язком ряду менших завдань. У загальній теорії систем доведено, що 
більшість систем можуть бути поділені на базові підсистеми в такій послідовності 
[131]. Спочатку складну систему розділяють на більш прості елементи – 
підсистеми. Далі проводиться аналіз окремих підсистем, визначаються їх 
властивості і характеристики. А потім на основі поєднання підсистем 
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встановлюють (синтезують) властивості повної вихідної системи. Однак, при 
вирішенні динамічних задач методи декомпозиції не дають необхідної точності.  
Завдяки роботам Г.Крона [57,58] у вивченні властивостей складних систем 
сформувався новий напрямок дослідження складних систем по частинах – 
діакоптика. Діакоптичні методи дають більш точні результати в порівнянні з 
методами декомпозиції, бо краще враховують взаємні зв’язки між підсистемами, 
що важливо для динамічних задач. При аналізі динаміки складних механічних 
систем використовують, як правило, розрахункові методи, засновані на 
варіаційних принципах (Гамільтона, Релея і інших) [8,9,132]. Діакоптика, як 
методологія дослідження складних систем по частинах, поєднує в собі багато 
відомих методів: метод скінчених елементів, рекурентні методи (метод 
динамічних жорсткостей, метод динамічних піддатливостей, метод початкових 
параметрів), метод близьких систем і інше. У загальному вигляді блоковий метод 
дослідження складних систем представлений роботах Г.Крона. Тут для 
розрахунків складних систем вроздріб використовуються елементи тензорного 
аналізу і теорії багатополюсників.  
Більш загальний підхід до вирішення задачі дослідження складних систем 
вроздріб відображений в методі перетинів [14]. Тут складна система 
розглядається як сукупність більш простих систем (підсистем), з’єднаних між 
собою за допомогою дискретних в’язей. Таким чином метод перетинів дозволяє 
раціонально досліджувати складні системи і одержувати явну залежність 
властивостей повної системи від властивостей її ізольованих підсистем. Але цей 
метод ефективний тільки для звичайних ланцюгових систем і застосування його 
до складних верстатних систем є проблематичним. 
Розвитку діакоптичних методів у верстатах присвячена велика кількість 
робіт вітчизняних і зарубіжних дослідників [57,58,65,72,175,185,194]. Проте ці 
методи призначені лише для вирішення часткових задач і не мають загального 
призначення. Тому вони не можуть бути використані для безпосереднього аналізу 
складних систем верстатів верстата по частинах (вузлах) в загальному випадку, і 
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потребують суттєвого доопрацювання, що необхідно при агрегатно-модульному 
проектуванні верстатів.   
Останнім часом при вирішенні складних динамічних задач у верстатах 
широкого застосування набули методи математичного моделювання.  
Моделювання дозволяє отримувати необхідні статичні і динамічні 
характеристики верстату на основі розроблених віртуальних математичних 
моделей верстатів і їх елементів. Результати моделювання як правило 
підтверджують експериментальним шляхом, шо забезпечує їх адекватність 
реальним конструкціям.  
 
1.4 Методи моделювання динамічної системи верстата по частинах 
 
При моделюванні ЕПС верстату розглядається як складна механічна 
коливальна система з великою кількістю елементів (підсистем, вузлів, деталей) і з 
різноманітними розгалуженими зв’язками між ними (рис. 1.5-а). Аналіз таких 
систем в динаміці досить складний і потребує розробки спеціальних методів на 
основі діакоптики.  
При цьому повна задача має дві складові:  
- аналіз ПС за підсистемами (вузлами) (рис. 1.5-б), тобто виділення з ПС 
окремих підсистем (вузлів) з метою визначення їх динамічних характеристик;  
- синтез динамічних характеристик повної ПС (рис. 1.5-в) по динамічним 
характеристикам окремих її підсистем (вузлів). 
Дослідженням складної динамічної системи верстата по частинах 
присвячені роботи В.С.Хомякова, Ф.С.Сабірова, О.І.Камишева, М.О.Кочинєва, 
А.В.Бичкової, Є.В.Хлєбалова, Е.А.Курдгелія, Ю.Н.Санкіна, Ю.В.Кириліна 
[44,48,65,80,104-109,138-143]. В них використовуються різні підходи, в яких 
розрахункова модель ПС верстата уявляється складеною з основної і декількох 
зв’язаних підсистем. Динамічні характеристики повної системи визначають 
шляхом рішення систем рівнянь для кожної підсистеми з подальшим поєднанням 








Рисунок 1.5  Схема складної ПС верстата (а), її аналіз за підсистемами 
(вузлами) з власними характеристиками (б) та синтез характеристик ПС 
по характеристиках підсистем (вузлів) (в) 
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В роботі Ф.С.Сабірова [106] для оцінки вібростійкості в робочому просторі 
верстата ПС подана у вигляді складання трьох підсистем: базової системи 
верстата (S) і двох пов’язаних з нею варіативних підсистем – інструмента ПІ (S1) і 
деталі ПД (S2) (рисунок 1.6). Тут до складу базової системи включені також 
підсистеми пристосувань інструмента (S3) і деталі (S4), тобто S0=S+S3+S4. При 
моделюванні частотні характеристики підсистеми S0 визначають 
експериментально, а динамічні властивості підсистем S1 і S2 - розрахунковими 
методами. Для вирішення поставлених в роботі задач таке уявлення про 
динамічну модель ПС є виправданим. Однак, суттєвим недоліком є те, що при 
формуванні (спрощенні) динамічної моделі верстата використовуються статичні, 
а не динамічні матриці переносу коливань для оцінки коефіцієнтів їх впливу на 
результуючі характеристики системи. Це може призвести до значних похибок. 
Тому такий підхід для вузлових досліджень верстату є неприйнятним.  
 
В роботі [186,187] приведений розрахунково-експериментальний метод 
визначення динамічних характеристик ЕПС верстата в його робочому просторі, 
який дозволяє виконувати аналіз і синтез динамічних характеристик ЕПС верстата 
при поділі системи на підсистеми і при приєднанні підсистеми з відомими 




Рисунок 1.6  Схеми до оцінки жорсткості ПС в робочому просторі верстата: 
а) конструктивна схема;    б) динамічна модель верстата 
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підсистем – “базової” (механічна система верстату) і “варіативної” (технологічне 
налагодження). В основу даного методу покладений метод початкових параметрів 
з використанням матриць переходу. Недоліком методу є обмеженість області його 
застосування, тому що в якості “варіативної” підсистеми можуть бути прийняті 
лише системи балкового (або роторного) типу. Таким чином, досліджувати по 
частинах ПС всього верстату за цим методом не можливо. 
Для дослідження динаміки складних ПС верстатів також використовують 
методи аналізу-синтезу форм коливань (модальний аналіз) [140]. Але при 
розділенні на підсистеми форми коливань ПС суттєво змінюються, що обмежує 
використання цих методів щодо вузлових досліджень верстатів.  
Методи підсистем широко застосовують також і для дослідження 
гібридних механічних систем, у яких частина системи представлена дискретною 
динамічною моделлю, а інша частина – динамічною моделлю з розподіленими 
параметрами [64]. Так у роботі розроблений спеціальний “гібридний” метод 
розрахунків динамічної системи металорізального верстата вроздріб, у якому 
частина параметрів елементів системи може розглядатися як зосереджені, а інша 
частина – у вигляді розподілених. Метод реалізований на прикладі розрахунків 
динамічних характеристик багатошпиндельних горизонтальних токарних 
автоматів. Тут шпиндельні вузли розглядалися як системи з розподіленими 
параметрами, а шпиндельний барабан – як система із зосередженими 
параметрами. Для досліджень динамічної системи верстата по вузлах даний метод 
в загальному випадку не прийнятний в силу суттєвої різниці у представленні 
параметрів підсистем. 
В роботах [30,65,159] розроблений спеціальний метод дослідження 
ланцюгових систем верстатів по частинах. В ньому ланцюгова модель ПС в 
простішому випадку (рисунок 1.7-а) складається з двох підсистем – S1 і S2. При 
розділенні ПС на дві підсистеми по стику cij (рисунок 1.7-б) отримаємо дві 
незалежні підсистеми  (рисунок 1.7-в,г). 
В результаті виведені співвідношення між ПФ в повної системи і ПФ 






а) б) в) г) 
Рисунок 1.7  Схеми поділу ланцюгової ПС верстата на дві підсистеми 
а) повна ПС (вихідна );              б) поділ ПС на дві підсистеми по стику сij;  
в) незалежна підсистема S1;     г) незалежна підсистема S2 
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де Cij - блоки матриці зв’язку С.  
Наприклад, така задача вирішувалась при виділенні характеристик 
шпиндельного вузла (ШВ) з повної ПС верстату (рисунок 1.8) [65,158,159].  
При об’єднанні підсистем в систему (рисунок 1.9) виведені вирази для 
знаходження ПФ повної системи по ПФ підсистем (при відомій матриці С).  
 
 
Рисунок 1.8  Розділення системи на незалежні підсистеми (вузли) 
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.   (1.8) 
Виведені співвідношення можуть ефективно використовуватись для 
точного вузлового аналізу і синтезу динамічних характеристик ПС 
металорізальних верстатів, зведених до ланцюгової структури.  
Однак, слід зазначити, що запропонований метод, хоча і забезпечує 
найвищу точність, проте є досить складним. Виведені співвідношення є достатньо 
громіздкими, утрудненими для практичної реалізації, бо потребують практичного 
визначення багатьох складових ПФ (характеристик) елементів, а також розробки 
спеціалізованих комп’ютерних програм для здійснення подальших розрахунків. 
Тобто, для вузлових досліджень верстатів і їх вузлів розроблена методологія є 
занадто складною. Звідси постає проблема знаходження більш легких, спрощених 
методів вузлового аналізу і синтезу динамічних характеристик ПС верстату.  
В даній роботі запропонований спрощені, але достатньо точні підходи до 
визначення статичних і динамічних характеристик верстата (зокрема АФЧХ) на 
основі аналогічних показників підсистем (вузлів, модулів), які при агрегатному 
виробництві верстатів використовуються як комплектуючі одиниці.  
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1.5 Аналіз методів і програм для моделювання верстатів і вузлів  
 
На сучасному етапі розвитку ІТ-технологій розповсюдження набувають 
системи автоматизованого проектування (САПР) для розробки конструкцій 
різних технічних об’єктів, в тому числі металорізальних верстатів і їх вузлів 
[2,84,98,152]. Проектування більшості верстатів виконується безпосередньо в 
САПР. Для визначення вихідних параметрів якості конструкції використовується 
прототипування конструкцій у вигляді електронних твердотільних 3D-моделей. 
3D-модель по суті є математичним описом реального об’єкту, в якому кожний 
елемент конструкції (лінія, поверхня, тіло) описаний математичними 
залежностями. Тому усі необхідні розрахунки при моделюванні під час 
проектування конструкцій доцільно виконувати з використанням 3D-моделей. 
При сучасних методах проектування металорізальних верстатів в САПР 
необхідно мати повні відомості про вихідні властивості і характеристики 
розроблених конструкцій, зокрема динамічні. Динамічний розрахунок ПС 
верстата звично виконується за традиційною методикою відповідно до 
рекомендацій [61,97]. Метою динамічного розрахунку ПС верстата є отримання 
динамічних характеристик в формі АФЧХ і мод коливань ПС на резонансних 
частотах. Розрахунок АФЧХ являє собою розрахунок змушених коливань системи 
при зовнішньому навантаженні силами, діючими як сили різання.  
Металорізальний верстата – це механічна (переважно металеву) конструкція, 
зібрана з окремих елементів − деталей і вузлів. Усі елементи поєднані між собою 
різними видами зв’язків в стиках контактуючих деталей (затягнуті, слабо 
затягнуті, незатягнуті стики). При різанні за рахунок діючих силових навантажень 
(постійна складова сили різання) пружна система стає більш лінійною 
(лінеаризується) і при малих відхиленнях (амплітудах коливань) може 
розглядатись як лінійна. Тобто, при динамічних розрахунках ПС верстату може 
бути представлена у вигляді лінійної (лінеаризованої) механічної коливальної 
системи, яка складена з окремих тіл (мас), з’єднаних поміж собою пружно-
дисипативними зв’язками, з великою кількістю ступенів волі.  
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На сучасному рівні розвитку автоматизації проектування верстатів за 
допомогою САПР доцільно використовувати усі можливості потужних CAD-
CAE-систем, в тому числі для динамічних розрахунків і моделювання [84]. В 
даній роботі використовується модернізована методологія динамічних 
розрахунків ПС металорізального верстату з застосуванням розроблених в САПР 
3D-моделей конструкцій. Удосконалення традиційної методології розрахунку 
динамічних характеристик ПС металорізальних верстатів відбувається за рахунок 
використання внутрішніх можливостей CAD-CAE-систем. Наприклад, по 3D-
моделях деталей значно легше отримати такі показники, як маси, моменти інерції, 
площини фігур і інші, особливо для складних конфігурацій. Це суттєво знижує 
працемісткість підготовчих розрахунків параметрів системи і забезпечує більш 
точну і швидку оцінку динамічної якості ПС верстатів при їх проектуванні.  
На сьогоднішній день все більше розрахунків (також і динамічних) 
металорізальних верстатів виконується як систем з розподіленими параметрами з 
використанням методу скінчених елементів (МСЕ) [4,31,34,41,47].  
Загальна схема розрахунку динаміки конструкцій за МСЕ у вигляді блок-
схеми приведена на рисунку 1.10. Метод розрахунку за МСЕ детально описаний в 
наступних розділах, де він застосовується для розрахунку верстатів і їх вузлів. 
Недоліком МСЕ є те, що він в основному призначений для дискретизації 
континуальних об’єктів і систем, що ускладнює розрахунки складальних об’єктів, 
якими є верстати і їх вузли. Проте останнім часом все більше САЕ-систем 
знаходять шляхи подолання цієї проблеми, вирішуючи паралельно задачі 
контактної взаємодії між континуальними одиницями. 
В світі існує досить багато універсальних і спеціальних програмних 
комплексів для розрахунку інженерних конструкцій за МСЕ, в тому числі і для 
вирішення динамічних задач, наприклад SolidWorks, Inventor, PRO/Engineer. 
Окремі з цих пакетів мають розвинуті засоби інженерного аналізу за МСЕ,  
наприклад пакет SolidWorks – CosmosWorks. Він відноситься до CAD-CAE 
систем, призначених для конструювання і розрахунків різних інженерних 
об’єктів, зокрема верстатів і їх вузлів.  
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Рисунок 1.10   Загальна блок-схема розрахунку за МСЕ 
 
В модулі CosmosWorks реалізований МСЕ для розрахунку об’єктів, 
створених в модулі SolidWorks [4-6]. Існують також відомі програмні комплекси 
реалізації МСЕ, наприклад ANSYS, NASTRAN, APM WinMachine та інші, які 
відносяться до САЕ-систем і призначені тільки для автоматизації інженерного 
аналізу (без функцій проектування об’єктів). Зокрема, пакет ANSYS 
використовується в даній роботі для розрахунку динаміки шпиндельного вузла 
[15]. Отримує розвиток система APM WinMachine, яка використовується в даній 
роботі для моделювання динаміки ШВ. 
Під час проектування нових конструкцій машин, зокрема металорізальних 
верстатів і їх вузлів, широко використовуються системи автоматизованого 
проектування (САПР), або в міжнародній абревіатурі – CAD [84].  
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Одним з основних відповідальних вузлів металорізального верстата є 
шпиндельний вузол (ШВ). Розрахунки та моделювання ШВ можна проводити як в 
універсальних САПР, так і в спеціалізованих пакетах програм. На сьогодні відомі 
спеціалізована САПР ШВ, яка створена в «ЭНИМС» [2,53], та програмно-
методичний науковий комплекс розрахунків ШВ, розроблений в університеті 
СТАНКИН [199]. Поряд з вирішенням конструкторських задач в цих САПР для 
отримання вихідних характеристик при моделюванні застосовуються різні 
розрахункові методи – МСЕ, МПП і інші. Тут також можуть виконуватись 
динамічні розрахунки ШВ. 
Однак моделювання ШВ можна успішно здійснювати і в універсальних 
пакетах САПР, особливо при наявності в них можливостей для створення 
параметричних моделей. Параметризація 2D- і 3D-моделей закладена в багатьох 
універсальних САПР, проте їх можливості використовуються досить обмежено, 
особливо для динамічної оптимізації конструкцій. Усі системи САПР поділяються 
на системи загального користування і спеціалізовані САПР. Серед універсальних 
систем найбільш відомими є CATIA, Pro-Engineer, SolidWorks, AutoCAD, Inventor, 
KOMPAS-3D. Для проектування ШВ доцільно застосовувати такі системи САПР, 
які дають можливість не тільки прискорити і підвищити якість проектно-
конструкторських робіт, але і дозволяють виконувати параметричне моделювання 
вузлів з метою оптимізації конструкцій (наприклад, SolidWorks, KOMPAS-3D, 
AutoCAD, Inventor).   
На сьогодні в світі випускається багато комплектних ШВ, як агрегатних 
виробів, наприклад мотор-шпинделі. Це потребує детальної оцінки їх якості. 
Динамічному розрахунку ШВ присвячена велика кількість робіт вітчизняних 
і зарубіжних дослідників [24,25,51,68,94,95,98,158,174,177-180,182-183,192,195], 
що свідчить про актуальність цієї теми на протязі багатьох років.  
Традиційно при проектуванні ШВ проводять найпростіші динамічні 
розрахунки з метою визначення нижчих частот власних коливань шпинделя p  
(насамперед першої). Потім порівнюють ці значення з параметричними частотами 
коливань п  - частотами обертання валів, зубцевими частотами спряження 
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зубчастих коліс, зубцевими частотами врізання інструменту (фрез та інших). 
Вважається за доцільне забезпечити тільки відсутність параметричного резонансу, 
тобто неспівпадіння цих частот (за умовою пp  3,1 ). Такі розрахунки 
виконуються за допомогою спрощених одномасових (рідше двох-трьохмасових) 
моделей з зосередженими параметрами, в яких маси приводяться до фланцю 
шпинделя чи до середини ділянки між опорами. Зазвичай демпфірування 
коливань не враховують і амплітуди коливань не визначають. Такий метод дає 
досить приблизні результати, причому похибка може досягати 50-70%. 
Більш точні дані забезпечують розрахункові моделі із 7-12 зосередженими 
масами, які розташовані приблизно рівномірно по всій довжині шпинделя. При 
цьому можуть враховуватись не тільки параметри жорсткості елементів 
конструкції, але й демпфірування в опорах і матеріалі шпинделя. Порівняно з 
експериментальними даними похибка тут не перевищує 2-3% по значенням 
власних частот і 10-15% по значенням амплітуд і форм коливань. 
Підсистема ШВ (шпиндель, оправка та інструмент) є частиною ПС верстату, 
яка може змінювати свої характеристики в досить широких межах. Особливо це 
стосується універсальних і багатоопераційних верстатів, де система часто змінює 
свої механічні параметри в залежності від технологічних операцій та необхідного 
інструменту.  
Роторна система ШВ може розглядатись у вигляді двох складових підсистем:  
- постійна компонента (її параметри в процесі роботи верстата незмінні), це є 
безпосередньо сам шпиндельний вузол (з патроном);  
- змінна (варіативна) компонента, це є заготовка, закріплена в центрах чи в 
патроні, або інструмент, закріплений на інструментальній оправці чи в 
патроні (розточувальна борштанга з різцем, дискова, торцева чи кінцева 
фреза, свердло та ін.). 
Розподіл між цими підсистемами зазвичай здійснюється по фланцю (конусу) 
шпинделя. До того ж на фланці нормується статична жорсткість шпинделя. 
Для динамічних розрахунків ШВ використовують різні методи 
[24,25,43,48,71,78-80,92,133-139,141,143,145,184,190]. До числових методів 
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розрахунку пружних систем ШВ, які можуть бути описані системами лінійних 
диференційних рівнянь, відносяться: метод динамічних жорсткостей (МДЖ) або 
піддатливостей (МДП); метод початкових параметрів (МПП); метод скінчених 
елементів (МСЕ). Кожний з методів має свої переваги і недоліки. Ці методи 
можна віднести як до точних, так і до наближених в залежності від ступені 
деталізації розрахункової динамічної моделі. 
МДЖ та МДП застосовують для динамічних розрахунків ШВ з 
зосередженими параметрами [97]. При цьому ШВ розглядається як невагома 
пружна балка на пружних опорах з певною кількістю зосереджених мас, які 
зазвичай розташовані на консолі (фланці шпинделя) та між опорами, чи в інших 
точках вала (можуть бути також на корпусі ШВ). До переваг цих методів можна 
віднести те, що методика розрахунків таких систем добре відома, існують багато 
програм для розрахунків систем з зосередженими параметрами. При великій 
кількості мас (більше 5-7) вони забезпечують прийнятну точність, проте значно 
меншу ніж розрахунки цих систем з розподіленими параметрами. 
На сьогоднішній день більшість розрахунків виконується з розподіленими 
параметрами, тому найбільш розповсюдженими методами є МПП та МСЕ.  
МПП [35] застосовують для динамічних розрахунків різних систем, в тому 
числі систем балочного типу (вали, шпинделі, траверси). Його можна віднести до 
проміжних гібридних методів динамічних розрахунків ШВ, де частина параметрів 
задається в розподіленому вигляді (наприклад, маса шпинделя по довжині, 
жорсткість і демпфірування постелі і інші), а решта – в зосередженому (маса 
шестерні, точкова жорсткість підшипника і інші). МПП є найбільш зручним для 
розрахунку динамічних характеристик ШВ. Формалізований у матричну форму, 
він забезпечує перехід від однієї ділянки системи до іншої через матриці 
переходу. Тому його ще називають методом перехідних матриць (МПМ). За МПП 
по переміщеннях та силових впливах на початку ділянки вала можна визначити 
значення тих же параметрів в кінці ділянки, а загалом – в будь-якому перетині 
шпинделя. Він дозволяє звести розрахунок складної системи до ряду циклів 
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алгебраїчних операцій, які багатократно повторюються і відповідають переходу 
від однієї ділянки системи до іншої, та успішно застосовувати комп’ютери. 
МСЕ застосовують для динамічних розрахунків ШВ, у розрахунковій моделі 
яких використовуються мережі скінчених елементів у вигляді 2D-елементів 
(стержні) і 3D-елементів (тетраедри та інші) [109]. МСЕ забезпечує суттєве 
підвищення точності динамічних розрахунків. Проте тут існують певні складнощі 
з розрахунками складальних конструкцій ШВ, в яких окремі континуальні 
елементи (деталі) з’єднані в стиках.  
Останнім часом ШВ здебільшого розробляються за допомогою САПР, в яких 
вони зазвичай представлені у вигляді 2D і 3D збірних моделей. До таких систем 
належать CAD-CAE системи типу AutoCAD, SolidWorks, KOMPAS, WinMachine 
та інші. В цьому випадку розрахунок статичних і динамічних характеристик 
шпиндельних вузлів можна проводити в розрахункових підсистемах цих систем 
(наприклад: CosmosWorks, APMShaft, APMBeem) з урахуванням як зосереджених, 
так і розподілених параметрів конструкцій. Також динамічні розрахунки можна 
виконувати і в універсальних пакетах MathCAD, ANSYS [3,15], або в спеціально 
розроблених програмах.  
 
1.6 Системний підхід до аналізу пружної системи верстата по частинах  
 
Металорізальний верстат – це складна механічна конструкція (система), яка 
призначена для функціонування у виробничих умовах для обробки деталей. ПС 
верстату містить не тільки сам верстат, але і пристосування, інструмент і деталь 
(система ВПІД). В сучасних верстатах часто застосовуються по декілька 
інструментів, шпинделів, супортів, столів та інших деталей і вузлів (наприклад, 
багатоопераційні, багатошпиндельні обробляючі центри, агрегатні верстати і 
верстати з ЧПК). Тому ПС верстата необхідно досліджувати і оцінювати з позицій 
системного підходу до аналізу і синтезу складних механічних систем, особливо 
при вирішенні динамічних задач, які виникають в процесі його функціонування. 
Системний підхід вивчає різні об’єкти як системи, тобто, це - методологія 
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пізнання частин на підставі цілого і цілісності на відміну від класичного підходу, 
орієнтованого на пізнання цілого через частини. Системний підхід складає основу 
методології системного аналізу [38,131]. Методологія системного аналізу поєднує 
загальну характеристику проблеми системних досліджень і системний підхід, як 
основу методології прикладних досліджень. Системний підхід полягає в розгляді 
об’єкта, як системи будь-якого ступеня складності, що містить зв’язані між собою 
певними відносинами частини. В ньому система розглядається як сукупність 
елементів, що володіє низкою властивостей (ознак): цілісністю, зв’язаністю, 
функцією, емерджентністю (незведенністю властивостей системи до суми 
властивостей її елементів). Стан системи відображається набором основних 
параметрів, які визначають характер її функціонування.  Відповідно до теореми 
оптимумів системного підходу в системі, що складена зі зв’язаних між собою, 
взаємодіючих підсистем, оптимум для всієї системи не є сумою (функцією) 
оптимумів підсистем, що входять у систему. 
Металорізальні верстати можуть бути віднесені до класу складних технічних 
систем, що являють собою цілісну сукупність кінцевого числа взаємозалежних 
матеріальних об’єктів – підсистем, тобто частин системи, до яких часто 
використовують терміни “блок” або “модуль”, і в яких деталь є нероздільним 
елементом. 
Металорізальний верстат, як і будь-яка інша система, має елементну 
структуру, яка відіграє ключову роль при аналізі і синтезі великих і складних 
систем. “Великими” системами вважають системи з великою кількістю 
однотипних елементів з однорідними зв’язками між ними, а “складними” 
системами – з різнотипних елементів і різнорідними зв’язками. Причому 
важливим напрямком дослідження теорії “великих” або “складних” систем є 
розгляд їх як багаторівневих систем, або систем з ієрархічною структурою [76]. 
Упорядкованість відносин, що зв’язують елементи системи, визначає структуру 
системи як сукупність елементів, що функціонують відповідно до зв’язків, які 
встановилися між елементами системи. Зв’язки визначають важливий для системи 
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порядок обміну між елементами. У складних технічних системах зв’язки мають 
особливе значення. 
Металорізальні верстати можна віднести до великих чи складних систем. При 
їх аналізі і синтезі широко використовуються різні декомпозиційні методи. У 
загальній теорії систем доведено, що більшість систем можуть бути поділені на 
окремі підсистеми. Декомпозиція дозволяє замінити розв’язок однієї великої 
задачі розв’язком ряду менших, тому її доцільно проводити з урахуванням 
структури та поділу на підсистеми (структурна декомпозиція). Ознака виділення 
підсистем — сильний зв’язок між елементами по одному з типів відносин 
(зв’язків), що існують у системі. При декомпозиції систем використовуються 
принципи системного підходу. Принцип ієрархії полягає у введення ієрархії 
частин по рівнях (ранжирування). Ієрархія властива всім складним системам, до 
яких відносяться верстати. Для ієрархічно побудованих систем може бути 
реалізований будь-який ступінь декомпозиції – як по рівнях в ієрархії, так і по 
модулях (одного або різних рівнів). Принцип модульної побудови полягає у 
виділенні окремих модулів (вузлів) і розгляд системи як упорядкованої 
сукупності цих модулів. Модуль (підсистема) – це окрема відособлена група 
елементів системи, що має власні властивості і характеристики. Декомпозиція 
складної системи по рівням ієрархії та на модулі сприяє більш ефективній 
організації аналізу і синтезу систем. 
Таким чином, металорізальний верстат − це складна механічна конструкція, 
яка містить багато різних елементів (вузлів, підвузлів, деталей). При аналізі 
динаміки металорізального верстата варто застосовувати системний підхід, що 
базується на методології аналізу її частин з урахуванням цілісності всієї системи і 
її емерджентності. Враховується також одне з положень системного підходу – 
принцип цілісності (когерентність) з одного боку і незалежності (адитивність) з 
іншого боку. Саме цей принцип суттєво проявляється при багатоваріантному 
агрегатно-модульному проектуванні і компонуванні (роботи Авер’янова О.І., 
Врагова Ю.Д., Хомякова В.С., Дмитрієва Д.О. та інших) [76]. 
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При цьому доцільно використовувати декомпозиційні і діакоптичні методи 
аналізу і досліджувати ПС верстата по частинах (вузлах), керуючись системними 
законами і принципами. 
Представлена робота присвячена дослідженню динаміки пружної системи 
верстату, складеної по частинах (вузлах) за агрегатно-модульним принципом.  
Аналіз розглянутих вище методів показує, що вони можуть в певних умовах 
застосовуватись для дослідження металорізальних верстатів по частинах. Проте, 
усі вони не є універсальними методами, а призначені в основному для вирішення 
окремих задач в конкретних умовах. Область застосування більшості з цих 
методів обмежується вузьким класом досліджуваних систем. 
Отже, на основі системного підходу необхідно розробити нову методологію 
аналізу динаміки верстата, складеного за підсистемами згідно агрегатно-
модульного принципу, яка не має зазначених вище недоліків, і дозволяє точно 
визначати і надійно оцінювати статичні і динамічні характеристики вузлів і 
верстата в цілому з метою підвищення динамічної якості конструкцій.   
 
1.7 Вплив жорсткості пружної системи верстата на точність обробки 
 
При обробці деталей на верстатах досить часто спостерігається зниження 
точності обробки і якості обробленої поверхні, які зумовлені пружними 
властивостями верстата. Як наслідок на деталі збільшуються макро- і 
мікропохібки у вигляді викривлення форми деталей (еліпсність, овальність, 
огранка, конусність і інше), при коливаннях на оброблюваних поверхнях 
з’являються хвилі з різною амплітудою і частотою, при вібраціях погіршується 
шорсткість поверхонь [11,13,51,82].  
Ефективність обробки “класних” поверхонь деталей на металорізних 
верстатах у багатьох випадках обмежується їх динамічними показниками, такими 
як вібростійкість, коливання холостого ходу, статична і динамічна жорсткість та 
іншими.  
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Ці показники безпосередньо пов’язані з динамічними характеристиками ПС 
верстата. Проте, при обробці різноманітних деталей у різних напрямках і точках 
робочого простору зазначені характеристики істотно змінюються, а отже 
змінюються точність і продуктивність процесу обробки. Однією з основних 
причин цих явищ є анізотропія статичної і динамічної жорсткості ПС верстата, 
яка проявляється у суттєвій зміні жорсткості в різних напрямках робочого 
простору верстата. 
В різних роботах доведено, що статична і динамічна просторова жорсткість 
верстатів у значній мірі визначає точність і якість оброблюваних деталей. 
В фундаментальних роботах Д.М.Решетова, З.М.Лєвіної, В.Е.Пуша, 
А.С.Пронікова [26,70,74,75,93] обгрунтовано зв’язок точності обробки деталей на 
верстаті з характеристиками жорсткості верстата і його вузлів.  Показаний вплив 
жорсткості верстата на показники його точності, зокрема жорсткості окремих 
вузлів на баланс геометричної точності верстата. При цьому розділяється вплив 
власної жорсткості елементів і контактної жорсткості в стиках між ними. Проте 
для дослідження ПС по частинах в динаміці ці методи не прийнятні. 
В роботах В.О.Кудинова [59-63] показана роль динаміки, зокрема 
динамічної жорсткості верстатів і їх вузлів, на точність обробки. Визначені 
причини виникнення автоколивань і вібрацій при різанні і викликані ними 
похибки обробки у вигляді порушення геометрії деталей (еліпсність, огранка, 
хвилястість)  та погіршення шорсткості оброблених поверхонь. 
В роботі Д.М.Решетова і В.Т.Портмана [100] показники точності 
формуються на основі суто геометричних міркувань, без урахування статичної і 
динамічної жорсткості верстата, що є певним обмеженням такого підходу. 
В роботах В.О.Кудинова [60] при розгляді систем зі статичним зв’язком 
показано, що приведена в зону різання жорсткість вузлів верстатів (шпинделя, 
супорта і інших) нерівномірно розподіляється в просторі (рис. 1.11).  
В різних площинах верстатів існують так звані еліпси жорсткості. 
Наприклад, на рисунку 1.11-а зображена схема ПС супортної групи та її 




Рисунок 1.11  Схема ПС супортної групи з еліпсом жорсткості (а) 
та її динамічна модель (б) (по В.О.Кудинову) 
 
При цьому в точці приведення можна виділити дві головні осі з 
максимальною )( max1 сc  і мінімальною )( min2 сc  жорсткостями. Вони є взаємно 
перпендикулярними і на них завжди можна побудувати еліпс жорсткості. Такі 
системи зручно описувати системами з нормальними координатами, модель якої 
показана на рисунку 1.11-б. 
В роботах В.Б.Струтинського [116,117] виконано математичне моделювання 
динамічної підсистеми супортної групи токарного верстату з двома головними 
нормальними жорсткостями – півосями еліпса жорсткості 1c  і 2c  (рисунок 1.12). 
Ця підсистема входить до складу загальної структури математичної моделі 
динамічної системи токарного верстату. 
Аналогічне явище спостерігається і для підсистеми шпиндельного вузла. В 
роботах Є.І.Шибанова [170,171] досліджений вплив на точність обробки еліпсу 
радіальної жорсткості шпинделя токарного верстату. Тут на зміну радіальної 
жорсткості вузла впливає еліпсність розточки отвору під передній підшипник 
шпинделя. В дослідженні показано, що при певній радіальній орієнтації 
еліпсності отвору (і відповідно еліпса жорсткості) можна забезпечити необхідну 
точність обробки і підвищити вібростійкість верстата.  
В роботах Ф.С.Сабірова [104-107] досліджувалась динамічна жорсткість в 







Рисунок 1.12  Схема ПС супортної групи (а), її динамічна модель (б) і 
структурна схема (в) та включення в загальну структуру верстату (г) (по 
В.Б.Струтинському) 
 
В них експериментально доведено, що в різних напрямках робочого 
простору динамічна жорсткість не є однаковою і змінюється в широких межах. 
Все це відображається на точності і якості оброблювальних деталей, зокрема при 
тонкому розточуванні отворів корпусних деталей утворюються похибки обробки 
у вигляді еліпсності, овальності, огранки, а також підвищеної шорсткості 
поверхні.  
Аналогічні дослідження виконані в роботах М.О.Кочинєва, Ю.І.Савінова, 
[54,55,186,187] при розрахунково-експериментальному визначенні динамічних 
характеристик в робочому просторі токарних верстатів, де показаний вплив 
нерівномірності просторової жорсткості на точність обробки на верстаті.   
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Іноді, з метою підвищення  жорсткості і вібростійкості, штучно створюють 
анізотропію жорсткості ПС. Так, наприклад, авторами винаходу вібростійка 
борштанга [198] запропоновано штучно створювати еліпс радіальної жорсткості 
на борштанзі з відповідною раціональною орієнтацією відносно розточувального 
різця, що дозволяє при різанні підвищити жорсткість і вібростійкість динамічної 
системи розточувального верстату в цілому. 
В роботі Ю.В.Подураєва [89] на основі тензорно-геометричного уявлення 
про структуру оброблювальної машини (промислового робота, верстата) уведено 
поняття різних еліпсоїдів мехатронної машини – кінематики, жорсткості, 
динаміки (рисунок 1.13).  
 
 
Рисунок 1.13 Еліпсоїди мехатронної машини (по Ю.В.Подураєву ) 
 
Еліпсоїд кінематики відображає модуль швидкості робочого органу машини 
і пов’язаний з геометричною точністю траєкторії його руху. Еліпсоїд жорсткості 
пружної системи, приведеної до робочого органу (зони обробки), відображає 
просторову жорсткість пружної системи, тобто зміну жорсткості в залежності від 
завданого напряму в просторі. Еліпсоїд жорсткості дозволяє визначити 
деформації пружної системи при завданому навантаженні від сил різання в будь-
якому напрямі тривимірного простору і відповідно оцінити точність обробки. 
Еліпсоїд динаміки описує також інерційні властивості машини в даній точці з 
урахуванням тензору інерції машини і завданого напряму руху. 
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Це є більш загальний підхід, тому що еліпсоїд відображає анізотропію 
властивості машини не в окремій площині, а у тривимірному просторі (3D-
просторі). Однак, таке уявлення про розподіл, наприклад, жорсткості для 
обробної машини є достатньо грубим, яке не відображає реальної картини у 
верстаті.  
З наведених вище прикладів можна зробити висновок, що у одному верстаті 
можуть бути присутні еліпсоїди жорсткості різних підсистем (вузлів) одночасно − 
шпиндельної  групи, супортної групи, інших вузлів тощо. Звідси випливає задача 
більш точного знаходження просторової жорсткості верстата за підсистемами 
(вузлами). Особливо це важливо при вузловому агрегатно-модульному 
проектуванні верстатів. Те ж саме відноситься і до динамічної жорсткості 
верстата. 
Таким чином, аналіз усіх вищезазначених досліджень показує безпосередній 
вплив анізотропії жорсткості пружної системи на показники точності верстата. 
Проте, реальний механізм визначення і оцінки просторової жорсткості верстата 
та, відповідно, точності обробки на верстаті відсутній. 
Звідси з’являється ще одна невирішена актуальна проблема, яка пов’язана з 
оцінкою впливу зміни статичної і динамічної просторової жорсткості верстата на 
точність оброблених деталей на верстаті, зокрема на величини відтиснення 
інструменту від деталі, на форму траєкторій інструменту, і, як наслідок, на 
формування похибок обробки. Це особливо важливо для тих технологічних 
операцій обробки на верстатах, де вектор сили різання змінює напрямок своєї дії, 
наприклад при розточуванні отворів, фрезеруванні по криволінійному контуру, 
фасонній обробці поверхонь і при інших подібних операціях.   
 
1.8  Висновки. Мета і задачі подальших досліджень 
 
В результаті проведено літературного огляду стану проблеми оцінки 
динамічної якості верстатів і їх вузлів при агрегатно-модульному проектуванні 
можна зробити наступні висновки: 
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 відсутній концептуальний системний підхід щодо досліджень динамічної 
системи верстата по частинах (підсистемах, вузлах), що не дозволяє оцінити 
і, відповідно, забезпечити динамічну якість пружної системи верстата при 
агрегатно-модульному проектуванні конструкцій, складених із окремих 
вузлів-модулів; 
 існуючі методи досліджень динамічної системи верстата по частинах 
призначені лише для вирішення часткових задач або є занадто складними для 
практичної реалізації і потребують  доопрацювання (в бік їх спрощення); 
 для моделювання динамічної системи верстата по частинах (вузлах) відсутні 
спрощені моделі, які дозволяють оцінити динамічну якість пружної системи 
верстата, але без втрати точності оцінки; 
 при аналізі жорсткості окремих вузлів верстата (наприклад, супорта чи 
шпиндельного вузла) використовуються еліпси, які характеризують 
жорсткість вузла тільки в окремій площині, а не у всьому тривимірному 
просторі, що недостатньо для оцінки пружності вузла в просторі; 
 існуючі теоретичні підходи до визначення просторової жорсткості в зоні 
різання верстата ґрунтуються на грубих припущеннях − еліпсоїд жорсткості 
використовується тільки як характеристика всієї обробної машини (робота чи 
верстата), хоча пружна система верстата має основні складові вузли з 
власними характеристиками жорсткості (власними еліпсоїдами жорсткості); 
 відсутні дані про реальний розподіл просторової жорсткості пружної системи 
в зоні різання верстата, причому як статичної, так і динамічної, що не 
дозволяє оцінити статичні і динамічні похибки обробки; 
 багато досліджень підтверджують вплив просторової жорсткості на точність 
обробки, але відсутні відомості про механізм безпосереднього формування 
видів траєкторій інструмента відносно заготовки, як причини утворення 
макро- і мікропохибок обробки; 
 відсутні рішення щодо підвищення просторової жорсткості пружної системи 
верстата-робота з паралельною кінематикою, який входить до складу 
мобільного дистанційно-керованого робототехнічного комплексу, для 
забезпечення необхідної точності обробки різанням. 
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На основі зроблених висновків сформульована основна мета роботи: 
створення наукових основ оцінки динамічних характеристик металорізальних 
верстатів по динамічних характеристиках їх вузлів під час агрегатно-модульного 
проектування для забезпечення високої динамічної якості верстатів. 
Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати наступні задачі: 
 на основі системного підходу розробити нову концепцію побудови і 
моделювання пружної системи верстата по частинах (підсистемах, вузлах) та 
започаткувати основні концептуальні засади дослідження динамічної системи 
верстата при агрегатно-модульному проектуванні;  
 розробити методологію моделювання пружної системи верстата по частинах 
(підсистемах, вузлах) з визначенням шляхів спрощення динамічних моделей 
без втрати точності оцінки динамічних параметрів і характеристик верстата; 
 виконати за допомогою тензорів теоретичне обґрунтування моделі 
просторової жорсткості окремих вузлів верстату та подати їх у вигляді 
геометричних поверхонь (на прикладі поверхонь просторової жорсткості або 
піддатливості для шпиндельних вузлів); 
 розробити тензорну модель просторової жорсткості (піддатливості) 
шпиндельного вузла і методику визначення параметрів еліпсоїдів жорсткості 
в розрахункових моделях з зосередженими і розподіленими параметрами, для 
чого розробити узагальнені динамічні моделі шпиндельних вузлів і програми 
розрахунків динамічних характеристик шпиндельних вузлів у середовищах 
сучасних САПР;  
 створити параметричні моделі комплектних шпиндельних вузлів для 
верстатів різного технологічного призначення і розробити методику 
параметричної оптимізації їх конструкцій; 
 розробити тензорно-геометричну модель жорсткості пружної системи 
верстата на базі основних підсистем (вузлів) і побудувати поверхню 
просторової піддатливості (жорсткості) всієї конструкції для визначення її 
статичних і динамічних характеристик пружності; 
 дослідити вплив анізотропії статичної і динамічної просторової жорсткості 
агрегатно-модульної конструкції верстата на точність обробки на верстаті та 
експериментально підтвердити основні положення теоретичних розробок і 
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результатів моделювання щодо визначення впливу статичної і динамічної 
просторової жорсткості верстата на точність обробки деталей (на прикладі 
розточувальної операції); 
 виконати теоретичне обґрунтування методу та розробити пропозиції щодо 
підвищення просторової жорсткості пружної системи верстата-робота з 
паралельною кінематикою, який входить до складу мобільного дистанційно-
керованого робототехнічного комплексу, для забезпечення обробки різанням 




МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІКИ ПРУЖНОЇ СИСТЕМИ ВЕРСТАТУ 
ПО ЧАСТИНАХ 
 
2.1 Концептуальні засади дослідження динаміки складної системи 
верстата по частинах 
 
Розглянемо проблему дослідження динаміки складної системи по частинах в 
загальному вигляді на основі системної теорії множин [52,111]. 
Нехай існує первісна система S  (рисунок 2.1-а) з невідомою кінцевою 
множиною D  її власних властивостей (характеристик).  
При розділенні повної системи на n  частин (рисунок 2.1-б) отримаємо ряд 
незалежних (тобто непов’язаних між собою) підсистем і відповідну їм систему S  
множин їх властивостей 
 
 
Рисунок 2.1  Схеми поділу довільної системи S на складові елементи  
а) повна (неподілена) система;                  б) розбиття системи на елементи;  
в) незалежні елементи системи;                г) пов’язання елементів; 
д) розбиття з пов’язаними елементами;     е) виділення пов’язаних елементів 
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},...,{ 1 nXXS  .    (2.1) 
При цьому система S  повинна задовольняти наступним базовим умовам:  
- довільна множина kX  з системи S  є підмножиною множини D   
DXSX  : ;      (2.2) 
- дві будь-які множини iX  та jX  з системи S  є повністю незалежними 
(рисунок 2.1-в) і не перетинаються, тобто  
 jiji XXSXX :,  ;    (2.3) 
- дві будь-які множини iX  та jX  з системи S  в загальному вигляді не 
однакові між собою (хоча в регулярних системах це можливо, як частковий 
випадок)  
jiji XXSXX  :,  ;     (2.4) 
- дві будь-які множини iX  та jX  з системи S  не повинні мати ніяких зв’язків 
між собою у повній системі (їх диз’юнкція дорівнює нулю)  
 jiji XXSXX ,  ;    (2.5) 
- довільна множина kX  сама може бути системою множин властивостей 
нижчого рівня (тобто можлива побудова системи за ієрархічною структурою) 
DxSxXxxxxX km  11 ,};,...,{ .   (2.6) 
Таким чином, постає задача знаходження властивостей кожного з елементів 
системи S  окремо, як незалежних підсистем.  
Тоді невідому множину властивостей D  повної вихідної системи можна 





 )( .    (2.7) 
 Виходячи з такої постановки задачі, для дослідження повної системи D  
можна залучити методи декомпозиції. Вони досить ефективно використовуються 
при дослідженні складних систем. Ці методи є основою блочно-ієрархічного 
підходу під час проектування і математичного аналізу складних об’єктів в 
системах автоматизованого проектування (САПР) [84].  
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Декомпозиція – це поділ системи на окремі частини і незалежний аналіз 
отриманих частин в умовах прийняття спрощених припущень про взаємовплив 
частин. При цьому повну систему зазвичай розділяють на ряд підсистем більш 
низького порядку, досліджують їх незалежно, а потім отримують рішення для 
повної системи. При математичному моделюванні на комп’ютерах це дає 
можливість суттєво знизити обчислювальні ресурси (машинного часу – mT  і 
машинної пам’яті – mÏ ) для отримання розв’язку великої системи рівнянь. Так, 
показник mT  оцінюють за виразом 
nCTm  , де C  – коефіцієнт пропорційності, n 
– порядок системи рівнянь, α – показник ступеня, причому зазвичай α>2. Якщо 
розділити модель на m рівних частин, то отримаємо )/( mnmCTm  , тобто 
машинний час mT  зменшується в 
1 mk  разів. Також суттєво зменшуються і 
обсяг машинної пам’яті mÏ  .  
Такий підхід можна застосовувати для спрощеного вирішення багатьох 
задач під час аналізу складних систем, в яких зв’язки між підсистеми не суттєві. 
Наприклад, для знаходження об’ємних, масово-інерційних, теплових та інших 
статичних показників і характеристик верстатів як складальних одиниць. 
Проте, в динамічній коливальній системі будь-які зв’язки між підсистемами 
є значущими і їх не можна ігнорувати.  
При поєднанні незалежних підсистем в одну систему на них накладаються 
додаткові зв’язки, а при роз’єднанні − видаляються. Згідно теоремам Релея про 
накладення на систему додаткових зв’язків (чи при їх видаленні), усі частоти 
системи при цьому змінюються [8,9].  
Згідно класичної теорії коливань парціальні системи в повній системі 
пов’язані між собою, взаємодіють і взаємно впливають одна на одну, їх параметри 
при цьому змінюються і суттєво відрізняються від аналогічних параметрів у 
незалежних підсистемах. При цьому має місце взаємодія  однієї підсистеми з 
іншою, навіть при слабкому зв’язку між ними. Наявність різного виду зв’язків 
змінює характер резонансних явищ в системі у порівнянні з незалежними 
підсистемами. В такій системі можливе виникнення “внутрішнього резонансу” 
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при зближенні парціальних частот, спостерігається різка зміна фаз і амплітуд 
коливань та інші подібні явища тощо. 
Приміром, в теорії коливань існує поняття зв’язаності парціальних систем. В 
простій коливальній системі з двома степенями вільності (наприклад, 
двохмасовій) з власними частотами коливань 
1  і 2  та парціальними I  і II  









  ,      ( 2.8) 
де  k - коефіцієнт зв’язку між підсистемами. 
Навіть при малому коефіцієнті зв’язку k  зв’язаність   між обома 
підсистемами (масами) може набувати великих значень (при сильному зближенні 
парціальних частот I  і II ). При цьому парціальні частоти коливань не 
відповідають власним частотам і знаходяться поміж ними, а резонансні амплітуди 
різко змінюються. Енергія коливань може перетікати з однієї підсистеми до іншої 
(за принципом динамічного гасія коливань). Академік Л.І.Мандельштам, який 
увів саме поняття зв’язаності, назвав це явище “парадоксальным” [73].  
В багатомасових коливальних пружних системах зв’язки можуть бути ще 
більш складними і їх необхідно обов’язково враховувати. Тому методи 
декомпозиції  до аналізу динамічних систем в загальному плані застосовуватись 
не можуть. Більш придатними для дослідження складних динамічних систем по 
частинах є методи діакоптики, започатковані Г.Кроном [57].  
Діакоптика – це напрямок дослідження складних систем по частинах з 
обліком усіх наявних зв’язків між підсистемами. Відрізняється від декомпозиції 
відсутністю спрощеного підходу до врахування взаємовпливу складових частин. 
При цьому економічність діакоптичного методу порівняна з методом 
декомпозиції, а точність є значно вищою. Діакоптичні методи ефективно 
використовуються для дослідження динаміки верстатів [65,144]. 
В даній роботі запропонований діакоптичний підхід до дослідження лінійної 
динамічної системи по частинах. Цей підхід є універсальним і використовується 
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як засадничий для аналізу і синтезу динаміки верстатів (та інших машин) по 
частинах (підсистемах, вузлах, підвузлах, деталях).  
При розгляді системи (1) необхідно змінити умови входження підсистем X  
в повну систему S  кінцевої множини властивостей D  з урахуванням 
вищезазначених особливостей пов’язаних динамічних систем (рисунок 2.1-г) . 
Так, при збереженні умов (2)–(4) і (6), необхідно додати до властивостей 
ізольованих підсистем X  також властивості зв’язків Y , що їх пов’язують в повній 
системі, тобто змінити умову (5).  
Тоді в загальному випадку система множин властивостей підсистем S  буде 
складатись із n пов’язаних поміж собою підсистем Z (рисунок 2.1-д) 
},...,{ 1 nZZS   ,     (2.9) 
причому 
YXZYZXZXZ  ::: .   (2.10) 
Звідси 
YZXYXY \  .     (2.11) 
При цьому Z  також належить кінцевій множині D   
DZSZ  :  .     (2.12) 
Проте, на відміну від умови (2.5) для двох будь-яких множин iZ  та jZ  з 
системи S  , що мають між собою зв’язки, їх диз’юнктивне поєднання вже не буде 
дорівнювати нулю 
 jiji ZZSZZ , ,     (2.13) 
тобто ці підсистеми множин в повній системі перетинаються 
 jiji ZZSZZ , ;     (2.14) 
Тоді первісну множину властивостей D  повної вихідної системи, з 
урахуванням зв’язків між підсистемами, можна знайти об’єднанням властивостей 






    (2.15) 
 56 
Таким чином, знаючи властивості множин ізольованих підсистем X  і їх 
зв’язків Y  з системи S , можна знайти множину властивостей D , тобто виконати 
задачу синтезу властивостей повної системи по властивостях її підсистем. 
Запропонований діакоптичний підхід встановлює концептуальні засади для 
теоретичного обґрунтування методології розділення складної механічної 
коливальної системи на підсистеми з виділенням окремих підсистем, як 
незалежних одиниць з власними властивостями.  
Це відкриває нові можливості для досліджень динаміки складних 
механічних систем по частинах, зокрема для досліджень пружних систем 
металорізальних верстатів по їх вузлах. Розглянемо застосування цього підходу 
при аналізі складних динамічних систем. 
 
2.2  Структура пружної системи верстату 
Металорізальний верстат – це складна збірна переважно металева 
конструкція з великою кількістю елементів (вузлів, підвузлів і деталей), з’єднаних 
між собою в рухомих і нерухомих стиках (рисунок 2.2-а).  Компоновка більшості 
верстатів нагадує профіль вимірювальної скоби, в якій середня частина значно 
масивніша в якій середня частина значно масивніша і жорсткіша по відношенню 
до її кінцевих частин (рис.3-б). (рисунок 2.2-б). [26,74,75].  
   
а) б) в) 
Рисунок 2.2  Конструктивні схеми (профілі) різних конструкцій: 
а) верстата;   б) скоби;   а) несучої системи (НС) верстата; 
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Це забезпечує підвищену жорсткість конструкції верстата. Тому, як правило, 
при конструюванні верстатів до базових масивних  деталей (станина, стійка, 
портал) прикріплюються інші більш дрібні вузли (шпиндельні вузли, поворотні 
шпиндельні головки, супорти, обертальні і поворотні столи, револьверні головки), 
які разом утворюють несучу систему (НС) верстата. Разом з інструментом, 
заготовкою (деталлю) і необхідними пристосуваннями перелічені елементи 
складають систему ВПІД (верстат-пристосування-інструмент-деталь) або пружну 
систему (ПС) верстата. Під час різання більшість елементів ПС знаходяться в 
замкненому силовому контурі, який утворюється силами різання Р.  
Жорсткість базових деталей значно вища за жорсткість інших елементів 
конструкції, їх частка в загальній деформації в зоні різання звично складає не 
більше 3-5%.  В динаміці ці масивні елементи мають, як правило, невеликі 
амплітуди коливань і низькі власні частоти (до 20-50 Гц).  
Більша частина деформацій припадає на елементи середніх і малих розмірів, 
жорсткість яких значно нижча. Ці ж елементи мають значно більші амплітуди 
переміщень при динамічних режимах роботи верстата і вищі частоти власних 
коливань.  
Враховуючи вищезазначене, НС верстата можна умовно розділити на три 
підсистеми (рисунок 2.2-в):  
1) підгрупа елементів інструменту (підсистема інструменту - ПІ); 
2) підгрупа елементів деталі (підсистема деталі - ПД); 
3) підгрупа базових елементів (підсистема основи - ПО); 
При агрегатно-модульному проектуванні до цих умовних груп можуть 
входити елементи, які виготовляються централізовано, на сторонніх 
підприємствах, покупні і інші вироби. Ці елементи мають власні характеристики, 
які у агрегатному верстаті додаються до аналогічних характеристик всього 
верстата. 
Для прикладу в якості таких агрегатних одиниць в даній роботі 
розглядаються комплектні шпиндельні вузли (КШВ). Аналогічними агрегатними 
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одиницями можуть бути електрошпинделі, мотор-шпинделі, шпиндельні головки, 
обертальні і поворотні столи, револьверні головки, пристосування і інші. 
Однак, в динаміці приєднання характеристик окремих елементів до загальних 
характеристик верстату повинно відбуватись строго за правилами. Для цього 
необхідно розробити відповідні методи дослідження динаміки верстатів по 
частинах (підсистемах, вузлах, підвузлах), що розглядається в наступному розділі.  
 
2.3 Дослідження динамічної системи верстата по частинах 
 
При проектуванні верстата за агрегатно-модульним принципом доцільно 
використовувати моделі, які подані на рисунку 2.3-а. Тут ПС, на відміну від 
роботи [106] , розглядається не цілісною, а представлена складною системою, 
поділеною на підсистеми (вузли). Згідно прийнятій динамічній моделі верстата 
базова ПС система налічує значно більше підсистем, тому що окремі 
підсистеми складають такі вузли, як ШВ, поворотні головки, столи, обертальні 
столи, супорти, револьверны головки, пристосування і інші. При цьому окремі 
підсистеми (вузли) з’єднуються між собою пружно-демпфіруючими в’язями в 
стиках, які можуть бути затягненими, незатягнутими, рухливими (в 
підшипниках, в направляючих). Крім того не всі підсистеми входять до контуру 
силового замикання від сили різання Р, як наприклад підсистема Sі+2 (магазин 
або автооператор). Вони можуть також впливати на динаміку всієї ПС, зокрема 
на власних парціальних частотах (внутрішній резонанс). 
З роботи [26]  відомо, що баланс статичної піддатливості верстата складають 
елементи, які входять до контуру силового замикання. При цьому в балансі 
враховуються як абсолютні,  так і переносні деформації елементів. Аналогічний 
підхід слід використовувати і при вузлових динамічних дослідженнях верстатів. 
Як зазначено вище, для оцінки жорсткості і динамічних характеристик ПС 
верстата доцільно виділити укрупнені частини (підсистеми), які складають 
основу будь-якого верстату (рисунок 2.3-б): ПО, ПІ, ПД. Тоді динамічну модель 







Рисунок 2.3  Схеми і моделі до оцінки динаміки верстата по частинах:  
а) конструктивна схема верстата;  б) динамічна модель верстата; 
в) схема поділу моделі на три підсистеми ПІ, ПД і ПО;  
г) модель ланцюгової підсистеми ПІ (або ПД, аналогічно) 
 
Підсистеми ПІ і ПД звично мають ланцюгову структуру (переважно не 
розгалужену) з різною кількістю елементів (вузлів, підвузлів, модулів). 
Наприклад, для підсистеми ПІ − 1,…,і  елементів, як це показано на рисунку 2.3-г. 
Для аналізу цих підсистем можна застосовувати вирази (1.1-1.8) в повному обсязі.  
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 Загальне рівняння руху повної динамічної системи верстату має вигляд 
)](P[]][[]][[]][[ tqCqHqM   ,   (2.16) 
де ][M , ][H  і ][C  – квадратні матриці постійних коефіцієнтів повної моделі 
(інерційних, демпфірування і жорсткості відповідно);  
][q  – матриця (вектор) узагальнених координат системи (невідомих); 
][P  – матриця (вектор) зовнішніх навантажень; 
t  – плинний час. 
Для варіанту поділу динамічної моделі на три підсистеми (рисунок 2.3-в) 
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 де   [q1], [q2], [q3] – вектори переміщень розмірності n, m і (k-n-m) для трьох 
підсистем: 1,2 і 3 (ПІ, ПД і ПО) відповідно; 
 11M ,  11H ,  11C ;  22M ,  22H ,  22C ;  33M ,  33H ,  33C  - квадратні матриці мас, 
демпфірування і жорсткості для підсистем 1,2 і 3 (ПІ, ПД і ПО) відповідно; 
 [P1], [P2] – вектори зовнішніх навантажень підсистем 1 і 2 (ПІ і ПД). 
При перестановці рівнянь в системі 2.17 (або при перенумерації координат 
системи від підсистеми ПІ до підсистеми ПД) матриці системи набудуть 
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Таким чином підсистеми 1 і 2 майже не залежать одна від одної, тому що 
безпосередньо не пов’язані між собою і взаємодіють тільки в точці С (зоні 
різання) через процес різання. Кожна з них пов’язана лише з підсистемою 3.  
Якщо вплив підсистеми 3 звести до мінімуму (наприклад при абсолютно 




























































































.      (2.19) 
В цьому випадку підсистеми ПІ і ПД можна вважати повністю незалежними.  
При розв’язку системи знаходимо невідомі вектори переміщень  [q1] і [q2]. 
Перехід до передаточних функцій (ПФ) W(p) дозволяє визначити частотні 
характеристики W(iω) динамічної системи (звично в формі АФЧХ).  
Знайдемо ПФ і частотні характеристики в зоні різання (точка С).  













,     (2.20)  
 де nq  и mq  - зміщення в точках n і m верстата від сили Р. 




PЕПС WWW  .     (2.21) 
В класичних роботах з динаміки [8,60,73,132] підкреслюється, що динамічні 
системи необхідно розглядати тільки в повному складі, а при розділенні їх на 
підсистеми слід бути досить обережним і обов’язково враховувати усі зв’язки, 
застосовуючи при цьому тільки перевірені методи.  
В попередніх дослідженнях автора наводились приклади як точного 
вирішення діакоптичних задач, так і можливостей для їх спрощення (на основі 
мінімізації похибок реалізації задач в конкретних умовах) [65,148,157-159].  
В реальних динамічних системах верстатів досить часто вплив однієї 
підсистеми домінує над іншими. В такому разі часто буває достатньо поліпшити 
динамічні характеристики однієї підсистеми, щоб забезпечити поліпшення 
аналогічних характеристик всієї системи. Прикладом таких підсистем можна 
назвати ШВ, динамічні параметри яких дуже часто визначають динамічні 
характеристики всього верстату. 
Але тут слід бути достатньо обережним. При слабких зв’язках між 
підсистемами це допустимо, а при сильних зв’язках або високій зв’язаності − 
можливі суттєві похибки. В останньому випадку необхідно використовувати точні 
діакоптичні методи.  
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2.4  Спрощений аналіз ПС верстату за підсистемами 
 
Необхідні умови для спрощеного дослідження повної системи по 
підсистемах можна розділити на декілька видів. Основними з них можна назвати 
наступні: 
достатня слабкість взаємного зв’язку між підсистемами; 
відсутність частотної зв’язаності підсистем; 
наявність розділених частотних діапазонів; 
наявність в системі “частотних фільтрів”. 
Розглянемо кожну з цих умов більш детально. 
В ПС верстатів зв’язки між підсистемами можуть бути різних видів: пружні, 
дисипативні, інерційні, координатні і інші. Усі елементи цих зв’язків входять до 
складу матриці зв’язку C  і складають її коефіцієнти ij
с
.  
З виразів (1.1) – (1.8) видно, що безпосередній зв’язок між підсистемами 
забезпечують відповідні блоки матриці зв’язку C , а саме блоки взаємних 
(перехресних) коефіцієнтів 12C , 21C .  
Зв’язок вважається слабким, якщо для усіх коефіцієнтів з відповідними 
індексами виконується умова  
2211
2
12 CCC  .     (2.22) 
У випадку забезпечення цієї умови перехресними зв’язками між 
підсистемами в першому наближенні можна знехтувати. Тобто, прийняти 012 C  
і 021 C . Це відповідає практично розірванню зв’язків між підсистемами.  
На рисунку 2.4 показаний приклад простої двомасової коливальної системи з 
пов’язаними (а) і непов’язаними (б) одномасовими підсистемами (при 012 C ). 
В останньому випадку маємо дві підсистеми, які рухаються (коливаються) 





Рисунок 2.4    Двохмасова коливальна система: 
а) з  пов’язаними підсистемами; 
б) з  непов’язаними (незалежними) підсистемами 
 
При виконанні умови (2.22) вирази для відношень між підсистемами, 
викладені в розділі 1.4, значно спрощуються.  
З відношень (1.1) – (1.4) отримаємо наступні вирази для переходу від ПФ 
повної ПС до ПФ незалежних підсистем  
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F WCEWW  .   (2.26) 
Ці вирази показують, що при слабких зв’язках між підсистемами і відомих 
блоках 11C  і 22C  матриці зв’язку C  ПФ (відповідно і динамічні характеристики) 
підсистем практично повністю визначаються аналогічними ПФ повної системи. 
Аналогічно із (1.5) – (1.8) можна отримати вирази для переходу від ПФ 


































 ,   (2.28) 
 64 
Взаємні (перехресні) ПФ при цих умовах практично не існують, тобто 
02
1




Вирази (2.27)–(2.28) також показують, що при слабких зв’язках між 
підсистемами і відомих блоках 11C  і 22C  матриці зв’язку C  ПФ (і відповідно 
динамічні характеристики) повної системи практично повністю визначаються 
аналогічними ПФ підсистем. 
 Таким чином, отримані вирази (2.23) – (2.28)  можуть застосовуватись для 
аналізу систем із слабким зв’язком між підсистемами, що значно спрощує їх 
дослідження. 
В металорізальних верстатах часто можна зустріти приклади слабких зв’язків 
між підсистемами. На рисунку 2.5-а зображені конструктивні схеми агрегатних 
верстатів, призначених для обробки різних спеціальних деталей. Верстати 
комплектуються типовими силовими головками, в яких  кожний ШВ має свою 
окрему станіну. Обробна деталь також базується на окремому столі, до якого 
приєднуються (стикуються) конструкції силових головок.  При цьому взаємний 
(перехресний) зв’язок між окремими підсистемами (ШВ) практично відсутній і 
вони під дією сил різання рухаються фактично незалежно. 
Також в якості іншого прикладу використання слабкості взаємного зв’язку 
підсистем на рисунку 2.5-б приведена конструкція токарного верстату з бетонною 
станиною і її еквівалентна динамічна модель. Станина має високу жорсткість і 
масу, тому в динамічній моделі може розглядатись як абсолютно жорстка основа. 
В цьому разі окремі підсистеми ШВ і супорта під дією сил різання рухаються 
незалежно, а в системі практично не існує перехресних зв’язків між цими 
підсистемами.   
Такий підхід, при наявності слабких зв’язків між підсистемами, дозволяє 
розглядати повну динамічну систему металорізального верстату як таку, що 
складена з незалежних динамічних підсистем (вузлів, підвузлів, деталей).  
В даній роботі цей підхід застосовується нижче для моделювання динаміки 







Рисунок 2.5    Приклади слабкої зв’язаності підсистем у верстатах:  
а) конструктивні схеми агрегатних верстатів; 
б) токарний верстат з бетонною станиною (конструктивна схема і 
еквівалентна динамічна модель) 
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В складних ПС верстатів, де присутня велика кількість власних частот 
коливань, може відбуватись достатньо сильна взаємодія між підсистемами, навіть 
при слабому взаємному зв’язку, наприклад, в разі частотної зв’язаності підсистем.  
Згідно формули (2.8) незалежно від величини коефіцієнта зв’язку k  
зв’язаність   між двома підсистемами (масами) може набувати великих значень 
при зближенні парціальних частот підсистем.  
Тому, в разі поєднанні підсистем в єдину систему слід проаналізувати 
близькість резонансних частот в різних підсистемах. При наявності великої 
зв’язаності доцільно запровадити заходи для розведення цих частот на достатню 
відстань.  
Розглянемо основні особливості зв’язаності підсистем в повній системі на 
основі класичної теорії коливань [8,9,132].  
При знаходженні власних частот звично розглядаються вільні коливання 
системи, причому розсіяння енергії коливань можна не враховувати.  
Тоді, рівняння вільних коливань консервативної системи можна отримати з 
матричного рівняння (2.16) у такому вигляді 
0]][[]][[  qCqM  .    (2.29) 
Якщо знаходити рішення цієї системи як 
)sin(   tAq ii , ni ,...,2,1  ,    (2.30) 
то після підстановки його у систему (2.29) можна визначити її частотне  









 ,    (2.31) 
Після знаходження усіх n  дійсних додатних коренів частотного рівняння 
отримаємо спектр власних частот системи n ,...,, 21 , які прийнято 
розташовувати по зростанню їх значень  
n  ...321 .     (2.32) 
Між кожною парою зі спектру власних частот системи існує певний зв’язок 
(взаємодія), особливо між сусідніми. 
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Для прикладу розглянемо вільні коливання простої консервативної системи з 
двома степенями рухливості (наприклад, двохмасової системи). Її рух описується 














 .   (2.33) 
Ця система має дві парціальні частоти III  , , причому 
1111
2 /mcI  ; 2222
2 / mcII      (2.34) 
Зв’язок між підсистемами може бути через інерційні коефіцієнти 12m , 21m  або 
(та) через пружні коефіцієнти 12c , 21c . 





122211  ccccmcmcmmmm  .  (2.35) 
Воно має тільки два додатних кореня, які визначають власні частоти системи 
21, , Ці частоти знаходяться в інтервалах 
,0 221 I     .
2
2
2 II     (2.36) 
Якщо в лівій частині рівняння позначити x
2  і розглядати її як 
квадратичну функцію )(x , то графік цієї функції, який зображений на рисунку 
2.6-а, має форму параболи, що перетинає вісь абсцис x  (вісь частот) в двох 




1 , . Парціальні 
частоти коливань системи III  ,  знаходяться між власними частотами, що 
відповідає умовам (2.36). 
Більш повну інформацію про зміну власних частот системи при зближенні 
парціальних частот дає діаграма Віна, яка приведена на рисунку 2.6-б. Тут 
показані криві власних частот в залежності від величини коефіцієнту зв’язку 
підсистем k , причому чим він менший, тим власні частоти ближчі до парціальних 
(пунктирні лінії). При віддаленні парціальних частот власні частоти все більше 
наближаються до парціальних, а зв’язаність підсистем суттєво зменшується. При 
зближенні парціальних частот власні частоти все більше розходяться від 
 68 
парціальних. Максимальне розходження настає при повному їх співпадінні (при 
III   ). В цьому разі, згідно формули (2.8), зв’язаність   між двома 
підсистемами досягає максимуму (теоретично − нескінчена), причому незалежно 




а) б)  
Рисунок 2.6    Графіки функцій зміни власних частот системи 
а)  графік розташування власних і парціальних частот;  б) діаграма Віна 
 
Знайдемо залежність зміни зв’язаності підсистем   від відношення 
парціальних частот системи III  /  і побудуємо її графік.    
В формулі (2.8) розділимо чисельник і знаменник на 
2



































 .      (2.38) 
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Приймемо умовно коефіцієнт зв’язку 1k  і побудуємо графік функції )(a , 
який показано на рисунку 2.7 разом з розрахунковою таблицею . 
  
а) б) 
Рисунок 2.7  Графік зміни зв’язаності підсистем від відношення 
парціальних частот системи:   а) графік;  б) розрахункова таблиця  
 
З графіку видно, що поблизу точки 0.1a  зв’язаність підсистем стрімко 
зростає і прямує в нескінченність. При розходженні частот на 10% (при 9.0a  чи 
1.1a ) зв’язаність зростає тільки в 10 разів ( ka 10)(  ). Ця зона окремо виділена 
на графіку, в її межах зв’язаність зростає більш ніж на порядок . При значному 
розходженні частот не менше як на 50%, тобто в 2 рази (при 5.0a  чи 2a ), 
зв’язаність приблизно дорівнює коефіцієнту зв’язку ka )( . Тобто, в цьому разі 
частотної зв’язаності практично немає, а діє тільки зв’язок між підсистемами. 
Необхідно зазначити, що в складних системах з дисипацією зв’язаність між 
підсистемами не так явно виражена, але вона реально існує і її слід обов’язково 
враховувати при вирішенні діакоптичних задач, особливо в динаміці.  
У металорізальних верстатах прикладів систем з високою зв’язаністю 
підсистем можна навести безліч. Деякі з них показані на рисунку 2.8. 
Як правило, це пружні системи верстатів з регулярною структурою,  які часто 
зустрічаються у багатошпиндельних верстатах з однаковими чи близькими 
параметрами ШВ (двохшпиндельні чи багатошпиндельні токарні автомати), у 
 70 
агрегатних верстатах з однаковими силовими головками і інші (рис. 2.8–а). При 
цьому однакові вузли розміщені, як правило, на одному базовому елементі 






Рисунок 2.8  Приклад високої зв’язаності у верстатах 
а) агрегатний верстат з центральною колоною;   
б) вертикальний багатошпиндельний автомат;  
в) конструктивна схема і  динамічна модель багатошпиндельного верстата  
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Приклад високої зв’язаності динамічних підсистем приведений на рисунку 
2.8–в у вигляді схеми і динамічної моделі вертикального багатошпиндельного 
верстату. Конструкція верстату має в своєму складі n ідентичних за параметрами 
шпиндельних вузлів (ШВ1 – ШВn). В простій розрахунковій динамічній моделі 
вони представлені відповідними зосередженими масами m1 – mn, які закріплені 
пружно-дисипативними в’язями до колони с1 – сn . Параметри мас і зв’язків 
підсистем практично однакові, тому вони мають близькі значення власних (та 
резонансних) частот коливань. Тому ця система має високий коефіцієнт 
зв’язаності підсистем   .(причому незалежно від значень сил різання Рі). 
Як випливає з формули (2.8) для зменшення зв’язаності підсистем з метою 
поділу її на незалежні підсистеми необхідно не тільки зменшувати коефіцієнт 
зв’язку k , але й розводити парціальні частоти якомога далі. На практиці для 
суттєвого зменшення зв’язаності підсистем доцільно забезпечувати розмежування 
частот не менше як на 10% , а краще − ще більше (до 20-50%).  
Теоретично [8], згідно теоремам Релея про ефект зміни частот системи при 
варіюванні мас і жорсткостей, можна навіть керувати напрямком зміни частот. Як 
правило при збільшенні мас окремих частин системи її частоти (власні і 
парціальні) зменшуються, а при збільшенні жорсткостей − навпаки збільшуються.  
На цьому принципі засновані чисельні методи забезпечення віддаленості 
робочих частот від критичних і резонансних зон коливальних систем машин. 
На практиці в реальних механічних коливальних системах (наприклад, ПС 
верстатів) розведення частот виконується за рахунок зміни інерційних чи 
жорсткісних параметрів тих елементів підсистем, власні коливання яких 
безпосередньо визначають ці частоти. Для виявлення цих елементів звично 
досліджують частотні спектри та форми коливань об’єктів на цих частотах  
розрахунковим або експериментальним шляхом.  
З практики чисельних динамічних досліджень металорізальних верстатів 
відомо, що весь частотний спектр ПС верстата умовно поділяється на три 
основних частотних діапазони (по першій власній частоті коливань):  
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- низький частотний діапазон, який визначається коливаннями базових 
масивних корпусних деталей і вузлів (станини, стійки, портали, траверси, 
коробки, шпиндельні бабки); 
- середній частотний діапазон, який визначається коливаннями елементів 
середніх розмірів (ШВ, вали, столи, супорти, різцетримачі); 
- високий частотний діапазон, який визначається коливаннями дрібних 
елементів (різці, ріжучі пластинки, дрібний інструмент, підшипники). 
Орієнтовні значення основних частотних діапазонів металорізальних 
верстатів в залежності від їх маси приведені в таблиці 2.1. 
 
Таблиця 2.1   Частотні діапазони металорізальних верстатів 
Частотний 
діапазон  




(1т – 10т) 
Важкі 
(більше 10 т.) 
Низький < 100Гц < 50Гц < 20Гц 
Середній 100Гц – 5000Гц 50Гц – 1000Гц 20Гц – 500Гц 
Високий > 5000Гц > 1000Гц > 500Гц 
 
Перелічені основні частотні діапазони достатньо добре розведені, тому 
частотна взаємодія елементів з різних діапазонів в більшості випадків є мало 
вирогідною. Це дозволяє досліджувати підсистеми (вузли, підвузли, деталі) в їх 
частотному діапазоні майже незалежно, причому як в повній системі, так і 
окремо. В повній системі, однак, слід остерігатись взаємодії досліджуваної  
підсистеми з іншими підсистемами з цього ж частотного діапазону. Крім того, 
необхідно враховувати можливий вплив на результати досліджень інших 
існуючих зв’язків, які повністю не виключаються. 
Запропонований підхід використовується в даній роботі в розділі 4 при 
моделюванні динамічної системи верстата, складеної з двох основних 
підсистем – інструмента і деталі.  
Ще одна можливість незалежного дослідження підсистем з’являється при 
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використанні так званих “частотних фільтрів”. Якщо дві підсистеми зв’язані 
між собою через третю підсистему, то остання може виконувати функцію 
частотного фільтру при умові, що її власні частоти значно відрізняються від 
перших двох (звично значно нижчі). Тоді усі коливання перших двох підсистем 
практично поглинаються (демпфіруються) третьою підсистемою і не проходять 
через неї (фільтруються). В такому випадку маємо дві крайні практично 
незалежні підсистеми, які можна досліджувати окремо. На цьому ефекті 
основані чисельні засоби віброізоляції різних машин, наприклад, 
металорізальних верстатів. 
В якості прикладу використання “частотних фільтрів” в металорізальних 
верстатах можна назвати встановлення особливо точних верстатів на 
спеціальному віброізоляційному фундаменті, як це показано на рисунку 2.9-а.  
   
  
а) б) 
Рисунок 2.9  Схема віброізоляції верстату  
а) схема встановлення верстата на масивному бетонному фундаменті;   
б) еквівалентна динамічна модель системи віброізоляції верстату 
 
Еквівалентна динамічна модель конструкції у вигляді спрощеної двохмасової 
коливальної системи зображена на рисунку 2.9-б. Тут маса фундаменту значно 
перевищує масу верстату (m2 >> m1). При низькій жорсткості «подушки» 
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фундаменту с2  його власна частота коливань є дуже низькою (~ 0.1-2 Гц). Тому 
коливання з більш високими частотами (від верстата до «землі» або в 
зворотному напрямку) через фундамент практично не передаються 
(фільтруються).   
На основі проведених в даному підрозділі теоретичних досліджень можна 
зробити висновок, що при наявності вищезазначених умов щодо суттєвого 
зменшення зв’язаності підсистем їх можна досліджувати за спрощеною 
методикою як незалежні підсистеми (в складі або окремо від повної системи), 
що приблизно в 3–5 разів знижує працемісткість робіт і полегшує практичну 
реалізацію досліджень.  
Враховуючи зазначене, в наступних розділах даної роботи будуть 
досліджуватись динамічні характеристики вузлів як незалежних підсистем 
(зокрема шпиндельних вузлів), а також в подальшому визначатись 
характеристики повних динамічних систем металорізальних верстатів по 




1. На основі системного підходу до аналізу складних технічних систем по 
частинах запропоновані наукові положення вирішення діакоптичної проблеми 
у металорізальних верстатах. При цьому з застосуванням математичного 
апарату теорії множин розроблені концептуальні засади дослідження 
динаміки складної системи по частинах (підсистемах, вузлах), які 
застосовуються при аналізі пружних систем верстатів і дозволяють вирішити 
задачі повузлових динамічних досліджень при агрегатно-модульному 
проектуванні верстатів. 
2. На базі загальних положень динаміки верстатів з використанням класичної 
теорії механічних коливань і методів декомпозиції та діакоптики виконано 
теоретичне обґрунтування методології вузлових досліджень динаміки 
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пружних систем металорізальних верстатів.  
3. Розроблені моделі і схеми для дослідження динамічної системи верстата по 
частинах – вузлах, підсистемах (з виділенням укрупнених підсистем деталі і 
інструменту), а також методологія, яка дозволяє виконати точну оцінку 
динамічних характеристик і показників конструкцій при їх агрегатно-
модульному проектуванні для забезпечення високої динамічної якості 
верстату. 
4. Запропоновані та досліджені необхідні і достатні умови для спрощеного 
аналізу складної динамічної системи верстата по частинах (вузлах, підвузлах, 
модулях), які полягають у врахуванні слабкості взаємного зв’язку між 
підсистемами, у відсутності або мінімізації частотної зв’язаності підсистем, у 
наявності розведених частотних діапазонів підсистем та застосуванні 
принципу “частотних фільтрів”.  
5. Встановлено, що при дотриманні розглянутих вище умов і розроблених 
рекомендацій, не зважаючи на спрощення моделей, можна забезпечити 
дослідження динаміки верстатів по частинах з високою точністю, 
застосовуючи при цьому як аналіз, так і синтез статичних і динамічних 
характеристик пружної системи верстату.  
6. При використанні запропонованих спрощених варіантів дослідження 
динамічної системи верстату по частинах працемісткість робіт знижується в 
3–5 разів, що значно полегшує практичну реалізацію динамічних досліджень 
без втрати високої точності отримання динамічних характеристик. 
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РОЗДІЛ 3 
ТЕНЗОРНО-МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОСТОРОВОЇ 
ЖОРСТКОСТІ ШПИНДЕЛЬНОГО ВУЗЛА  
 
 
3.1 Тензорно-геометрична модель просторової жорсткості 
шпиндельного вузла 
 
Шпиндельний вузол (ШВ) – це важливий елемент пружної системи 
металорізального верстата, від властивостей і характеристик якого у великій мірі 
залежить якість верстата в цілому. На рисунку 3.1 показана конструкція типового 






Рисунок 3.1     Типовий шпиндельний вузол (верстату 16К20Ф3) 
а) конструкція ШВ;   б) схема до визначення жорсткості ШВ 
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Будемо розглядати жорсткість вузла, приведену в кінцеву точку О (зону 
різання) [97]. При цьому враховуємо, що жорсткість ШВ в різних напрямках 
робочого простору змінюється суттєво. При обертанні сили Р навкруги точки О в 
площині YOZ  жорсткість змінюється за формою еліпса. В інших площинах − 
картина аналогічна.  
Визначимо тензорно-геометричну модель просторової жорсткості ШВ на 
основі тензорного числення [27,87,127,188,193]. 
В якості інваріанту для аналізу пружно-деформаційних властивостей ШВ 
про різанні приймемо роботу узагальнених сил на малих переміщеннях 
  )( qdfAInv f

 ,      (3.1) 
де 
fA  - робота узагальнених сил ; 
f

 - вектор узагальнених сил ШВ; 
qd

 - вектор узагальнених пружних переміщень елементів ШВ.  
При переході до іншого базису інваріант, як скалярна величина, не 
змінюється, тобто  
constXdPqdfInv TT 

,     (3.2 ) 
де  ],,,,,[ zyx ddddzdydxXd 

 - вектор узагальнених координат в зоні різання; 
    ],,,,,[ ,, zyxzyx MMMPPPP   - вектор узагальнених сил в зоні різання; 
З виразів (3.1) і (3.2) випливає, що 
PJf T 

,      (3.3) 
де   TJ  - транспонована матриця Якобі. 
Матрицю жорсткості ШВC  просторової конструкції ШВ можна представити 
у вигляді діагональної матриці з головними жорсткостями 
],,,,,[ 000000 zyxzyxШВ CCCCCCdiagС  , де 000 ,, zyx CCC - поступальні жорсткості уздовж 
відповідних осей, а 




 .      (3.4) 
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В зоні різання на точність обробки впливають переважно поступальні 
відхилення елементів пружної системи, тобто більш важливими є поступальні 


























СС ,         (3.5) 
У такому вигляді матриця жорсткості ШВ в геометричній інтерпретації 
може бути представлена у формі еліпсоїда з головними півосями 
000 ,, zyx CCC . 
Аналогічно існує і еліпсоїд поворотної (крутильної) жорсткості ШВ GШВС  з 
півосями 
000 ,, zyx CCC   , але в цій роботі його буде застосовано тільки в розділі 7. 
В тривимірній системі координат еліпсоїд представляє квадратичну форму.  




,     (3.6) 
 де L

 - вектор, що задає напрямок в просторі. 
Таким чином, еліпсоїд жорсткості відображає поверхню рівня квадратичної 
форми жорсткості ШВ і є подібним до геометричного образу тензора другого 
порядку (наприклад, тензора інерції). На рисунку 3.2-а зображена 3D-модель ШВ 
з еліпсоїдом жорсткості, який розміщений на заготовці з центром в зоні різання. 
Напрям головних осей жорсткості задає власний ортогональний базис 
(систему координат) еліпсоїда, який певним образом орієнтований в просторі, а 
величини півосей визначають власні значення (числа) − головні жорсткості 
еліпсоїда. При переході до іншого базису застосовуються перетворення 
координат, зокрема використовуються матриці повороту відносно осей 
координат. Хоча, в переважній більшості конструкцій ШВ одна з головних осей 
жорсткості співпадає з віссю обертання шпинделя. 
Зображення еліпсоїда жорсткості завжди можна побудувати в довільній 
точці O , якщо відомі напрямки головних осей жорсткості 000 ,, zyx  у базису 
XYZ і значення коефіцієнтів поступальних жорсткостей 000 ,, zyx ссс  в цих 






Рисунок 3.2 – Еліпсоїди  жорсткості пружної системи ШВ 
а) 3D-модель ШВ  з еліпсоїдом жорсткості; б) типовий еліпсоїд жорсткості;  
в) два спряжені еліпсоїди - жорсткості і піддатливості  
 
Еліпсоїд жорсткості відображає зміну жорсткості пружної системи в різних 
напрямках робочого простору ШВ від центра еліпсоїда. Величина жорсткості 
визначається довжиною радіус-вектору еліпсоїда в заданому напрямку. Якщо з 
центру еліпсоїда (точка O ) провести промінь в довільному напрямку L , то він 
перетинає поверхню еліпсоїда в точці K . Модуль радіус-вектору KO  визначить 
величину жорсткості конструкції ШВ в даному напрямку. 
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Часто на практиці зручніше оперувати характеристиками піддатливості, а 
ніж жорсткості. З еліпсоїдом жорсткості завжди пов’язаний спряжений еліпсоїд 
піддатливості, як зворотної величини. Він також зображується у вигляді поверхні 
еліпсоїда, але з іншими (зворотними) значеннями головних осей. На рисунку 3.2-в 
приведені взаємопов’язані (спряжені) еліпсоїди жорсткості і піддатливості, які 
побудовані в програмі MathCAD [3]. При цьому співвідношення жорсткостей по 
головних осях становить 0.5 : 0.7 : 2, а піддатливостей – 2 : 1.4 : 0.5 (приблизно).  







11  azayaxaxzayzaxyazayaxa ,          (3.7) 
де хоча б один з коефіцієнтів 231312332211 ,,,,, aaaaaa  відмінний від нуля. 
Інваріантами цього рівняння є 






















I  .   (3.8) 
Також рівняння (3.7) можна записати в матричній формі як [23] 
      044  XAX T ,     (3.9) 
де    TzyxX 14  . 










































zyx .   (3.10) 
Для центральних кадриків (до яких відноситься і поверхня еліпсоїда) центр 
поверхні можна переносити в точку початку координат 
          0444  XTrATrX TT ,    (3.11) 
























Tr  .    (3.12) 
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При цьому зникають лінійні члени рівняння (3.7), тобто 0342414  aaa . 
Також за допомогою трьох поворотів на кути Ейлера можна зробити осі 
квадриків паралельними координатним осям. Тоді отримаємо стандартне 
(канонічне) рівняння квадрики у вигляді 




























X T .   (3.13) 
Виділимо окремо квадратичну і лінійну групи членів рівняння (3.7)  
















































xyx . (3.14) 
Тоді, в компактному матричному запису маємо 




















A ,    3424143 aaaB  ,    
T
zyxX 3 . 
Лінійна група членів рівняння (3.7) відповідає за перенесення центру 
поверхні другого порядку від початку системи координат (точка O ), а 
квадратична − за обертання головної системи координат поверхні відносно осей 
координат. Якщо центр поверхні другого порядку співпадає з початком системи 
координат (точка O ), то матричне рівняння (3.15) спрощується [23] 
      044333  aXAX T .    (3.16) 
Еліпсоїд належить до центральних квадриків і має центральну точку 
симетрії. В подальшому будемо розглядати еліпсоїд з центром в початку 
координат. 
Для еліпсоїда характерними рисами є наступні. 
- коефіцієнти 44332211 ,,, aaaa  відмінні від нуля; 
- коефіцієнти 332211 ,, aaa  мають однакові знаки, а коефіцієнт 44a  − 
протилежний (бо, якщо всі знаки однакові, то це − уявний еліпсоїд). 
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У випадку, коли центр еліпсоїда знаходиться в точці O  і головні осі 















     (3.17) 
де cba ,,  — числа, які визначають півосі еліпсоїда (загалом cba  ).  
Якщо cba  , то еліпсоїд вироджується у сферу радіуса aR  . 
В частковому випадку при рівності двох довільних півосей еліпсоїд 
отримують обертанням еліпса навколо однієї з головних осей і називають 
«еліпсоїдом обертання». Або ж аналогічну поверхню отримують деформацією 
поверхні сфери вздовж однієї вісі (осі обертання). 
Поверхня класичного еліпсоїду може бути отримана деформацією поверхні 
сфери вздовж двох взаємно перпендикулярних осей. Ступінь деформації можна 
оцінювати за коефіцієнтами еліпсності в ортогональних координатних площинах. 
Якщо прийняти найбільшу піввісь за одиницю, наприклад a , де cba  , то для 
еліпсоїда можна записати співвідношення півосей як acab /:/:1 , де ab /  і ac /  - 
відповідні коефіцієнти еліпсності, які завжди менше за одиницю. 
З канонічного рівняння (3.17) випливає, що в загальному випадку поверхня 
еліпсоїда має три площини симетрії, які співпадають з координатними 
площинами, і центральну симетрію відносно центра еліпсоїда. 
Тоді для канонічної форми (3.17) матричне рівняння (3.16) запишеться як 
      044333  aXAX T ,     (3.18) 






















A ,  144 a . 

































A  .     (3.19) 
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Перехід від матриці  3A  до  3A  здійснюється обертанням навколо головних 
























































При будь-якому повороті осей в тривимірному просторі можна записати [23] 
       MAMA T  33  ,     (3.21) 
де  M  - узагальнена матриця поворотів, причому        )()()(  zyx MMMM  . 



























































































Тоді з співвідношень (3.18)-(3.21) можна знайти вирази для визначення 
коефіцієнтів 231312332211 ,,,,, aaaaaa  загального рівняння еліпсоїда по відомих 
значеннях півосей cba ,,  та кутів їх поворотів  ,,  навколо головних осей 





































































































































a   .            (3.23) 
Тепер рівняння поверхонь еліпсоїдів при моделюванні жорсткісних 
характеристик верстата (тензорів жорсткості чи піддатливості) можна задавати, 
керуючи параметрами cba ,,  та  ,, . 
Формування узагальненої матриці повороту при математичному 
моделюванні в програмі MATLAB-Simulink [68,91] показано на рисунку 3.3.  
З цієї моделі можна виділити субмодуль формування матриці повороту. На 
рисунку 3.4-а показана аналогічна модель з використанням відповідного 
субмодуля. Структура самого субмодуля приведена на рисунку 3.4-б.  
 
 






Рисунок 3.4     Формування узагальненої матриці повороту з субмодулем (а) і 
структура субмодуля (б) 
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Для здійснення подальшого математичного моделювання пружної системи 
верстата знайдемо математичний опис еліпсоїдів жорсткості і піддатливості ШВ. 
Якщо в якості власних чисел cba ,,  еліпсоїда прийняти величини жорсткості 
по головних осях жорсткості 000 ,, zyx ссс , то канонічне рівняння еліпсоїда 




















 .    (3.24) 
























































.   (3.25) 


























c  .    (3.26) 
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xyx  .   (3.28) 






























.  (3.29) 
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Формування еліпсоїду жорсткості при математичному моделюванні в 
програмі MATLAB-Simulink показано на рисунку 3.5.  
 
 
Рисунок    3.5 Формування еліпсоїду жорсткості 
 
Знайдемо математичний опис еліпсоїду піддатливості ШВ, спряженого до 
еліпсоїду жорсткості ШВ. Звісно, що величина піддатливості   зворотна до 
жорсткості ( с/1 ). Тоді трьом головним осям жорсткості 000 ,, zyx ссс  ШВ 
відповідають три головні осі піддатливості 000 ,, zyx   і, відповідно, інший 
еліпсоїд − еліпсоїд піддатливості.  
 88 
Еліпсоїд піддатливості ШВ відображає зміну піддатливості ШВ в просторі, 
тобто розподіл величин піддатливості системи в різних напрямках робочого 
простору від центра еліпсоїда. Величина піддатливості визначається довжиною 
радіус-вектору еліпсоїда в заданому напрямку. 
Еліпсоїд піддатливості математично описується формулами, аналогічними 
еліпсоїду жорсткості, тільки замість символу с  використовується символ  . 
Формування еліпсоїду піддатливості при математичному моделюванні в 
програмі MATLAB-Simulink показано на рисунку 3.6. 
 
 
Рисунок 3.6    Формування еліпсоїду піддатливості 
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Вище було зазначено, що поверхня еліпсоїду може бути отримана 
деформацією поверхні сфери. Канонічне рівняння поверхні сфери радіуса R   
2222 Rzyx  .      (3.30) 
Розділимо ліву і праву частини рівняння на 















      (3.31) 
Фактично воно повністю відповідає канонічному рівнянню еліпсоїда (3.17). 
Бо поверхня сфери – це частковий випадок поверхні еліпсоїда (при Rcba  ). 
Тому побудову поверхні еліпсоїда розпочнемо з побудови поверхні сфери.  
Запишемо рівняння поверхні сфери в параметричному вигляді 
 )cos()sin()sin()cos()sin(),(  RRRQ   , (3.32) 
де ,  - кутові координати, причому     ,0,2,0  . 
Для поверхні еліпсоїда рівняння прийме вид 
 )cos()sin()sin()cos()sin(),(   cbaQ  ,  (3.33) 
При 1 Rcba  отримаємо поверхню сфери одиничного радіусу.  
Протокол побудови 3D-моделі сферичної поверхні приведений на рисунку 
3.7. Сферична поверхня зображена у вигляді каркасної (прозорої) та суцільної 
(непрозорої) 3D-моделі (рис. 3.7-а, 3.7-б) з вирізаним сектором (для наочності). 
При зміненні значення одного з коефіцієнтів (наприклад, 5.0c ) 
відбувається деформація сфери вздовж координати Z  (рис. 3.7-в). Сфера 
перетворюється на еліпсоїд обертання (сфероїд). Він може бути сплющений (при 
1c ), або витягнутий (при 1c ). При зміненні значення іншого коефіцієнту 
(наприклад, 7.0b ) відбувається деформація сфероїду вздовж координати Y . 
При цьому сфероїд перетворюється на класичний трьохосний еліпсоїд (рис. 3.7-г).   
Тобто, у загальному випадку в еліпсоїді усі півосі різні ( cba  ). Якщо 
прийняти 1a , то коефіцієнти деформації по інших осях визначаються як ab /  та 
ac / . Радіус-вектор, який описує поверхню еліпсоїда в сферичній системі 
координат, при обертанні постійно змінює свою довжину, тобто varR . 
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                                  а)                                                           б) 
 
                                   в)                                                         г) 
Рисунок 3.7    Протокол побудови поверхні еліпсоїду зі сфери 
                  а) сфера (каркасна модель);         б) поверхня сфери; 
                  в) еліпсоїд обертання (сфероїд);  г) трьохосний еліпсоїд 
 
Осі побудованого еліпсоїду співпадають з осями системи координат ZYX ,, .  
При поворотах відносно цих осей використовуються матриці поворотів 
(3.20), а також узагальнена матриця (3.22). Для прикладу на рисунку 3.8 
показаний протокол побудови поверхні еліпсоїда з поворотом осей на кути 




                                  а)                                                           б) 
 
                                   в)                                                         г) 
  Рисунок 3.8  Протокол побудови поверхні еліпсоїду з поворотом осей 
                    а) 0  ;                б)  0,45   ; 
                    в)  0,45,45   ;    г) 
 45,45,45    
 92 
Як зазначено вище, для кожного еліпсоїда жорсткості існує спряжений з ним 
еліпсоїд піддатливості. Промоделюємо зв’язок еліпсоїдів жорсткості і 






Рисунок 3.9     Протокол побудови двох спряжених еліпсоїдів −  
жорсткості (більший) і піддатливості (менший) 
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Вони побудовані від єдиного центру: еліпсоїд жорсткості з головними 
жорсткостями 1,4,2 000  zyx ссс  (в умовних одиницях жорсткості) і 
спряжений еліпсоїд піддатливості з головними піддатливостями 
1,25.0,5.0 000  zyx   (зворотними до головних жорсткостей). Як і повинно 
бути (і це видно з побудов) найбільшій жорсткості відповідає найменша 
піддатливість, і навпаки найбільшій піддатливості відповідає найменша 
жорсткість. 
Слід також відмітити таку характерну особливість спряжених еліпсоїдів. 
Якщо відомі значення головних піддатливостей, то можна знайти еліпсоїд 
жорсткості. І навпаки, якщо відомі значення головних жорсткостей, то можна 
знайти еліпсоїд піддатливості. 
Для прикладу покажемо знаходження еліпсоїда жорсткості через головні 
піддатливості системи. 
З формули (3.24) можна записати рівняння еліпсоїда жорсткості для 






























0  zyx zyx  .    (3.35) 
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 94 







































.   (3.38) 
З урахуванням симетрії матричне рівняння для еліпсоїда жорсткості 



































    (3.39) 
Звідси загальне рівняння для еліпсоїда жорсткості через головні 











11  xzyzxyzyx   (3.40) 
Аналогічно можна знайти рівняння для еліпсоїда піддатливості через 
головні жорсткості системи. 
Таким чином, для визначення математичного опису і побудови еліпсоїда 
жорсткості (або піддатливості) необхідно знайти головні жорсткості 000 ,, zyx ссс  
(або головні піддатливості 000 ,, zyx  ) пружної системи ШВ та їх розташування в 
просторі (напрямки головних осей в вибраній системі координат). 
Завдяки особливостям конструкцій ШВ (осьова симетрія) головні осі 
жорсткості 000 ,, zyx ссс  практично завжди збігаються з відповідними осями 
прийнятої системи координат ZYX ,,  вузла (див. рис. 3.1). При цьому в ШВ 
окремо виділяють осьову жорсткість 0zс  вздовж осі шпинделя (OZ) і радіальні – 
00 , yx сс , які перпендикулярні до осі шпинделя.  
В подальших дослідженнях будемо визначати статичні і динамічні значення 




3.2 Моделювання статики пружної системи шпиндельного вузла з 
зосередженими параметрами в програмі MatLab-Simulink 
 
На рисунку 3.10 показана розрахункова схема шпинделя з зосередженими 
параметрами (з оправкою). На консолі оправки (в зоні різння) діє сила Р=Р2. 
Перехід від реальної конструкції шпинделя до дискретної моделі 
здійснюється наступним чином. Шпиндель заміняється невагомою пружною 
балкою постійного перетину з декількома зосередженими масами. Маса шпинделя 
звично зосереджується на консолі шпинделя (в зоні різання), також може бути 
розділена для розташування її частин між опорами, а іноді − і на хвостовику. 
 
Рисунок 3.10 – Перехід до схеми ШВ з зосередженими параметрами  
 
Для найпростішої одномасової моделі приведення зосередженої маси на 
консолі здійснюється відповідно до рекомендацій [97]. При більшій кількості 
зосереджених мас їх значення iM  визначаються за формулою 
'
11 )(5.0 iiiiii MlmlmM   ,    (3.41) 
де im  – розподілена маса i -го прольоту (між масами); 
il  – довжина i -го прольоту; 
'
iM  – зосереджена маса в i -му перетині (зубчасті колеса, шківи і інше). 
Для першого перетину у формулі 01 im , а для останнього – 0im . 
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Рух системи ШВ під дією сили Р описується системою диференційних 
рівнянь другого порядку виду (2.16). Підготовка матриць є тривіальною. Після 
розв’язку систем рівнянь (2.16) можна легко знайти ПФ та динамічні 
характеристики (АФЧХ) ШВ в заданому частотному діапазоні, як 





 .    (3.42) 
Статичні характеристики ШВ визначаються  як частковий випадок 
динамічних характеристик  при  0 . 
Дані моделі забезпечує прийнятну точність динамічних характеристик.  
Виконаємо математичне моделювання статичної і динамічної системи ШВ з 
зосередженими параметрами в системі MatLab-Simulink [68]. 
Для моделювання систем спочатку необхідно розробити різні варіанти 
моделей прикладення сил: статичної, обертальної, гармонійної, випадкової.  
Вектор статичної сили може бути заданий в довільному напрямку робочого 
простору. При моделюванні напрямок сили в просторі можна визначати двома 
кутами   і   , як показано на рисунку 3.11.  
 






































































,   (3.43) 
При моделюванні вектору статичної сили (рисунок 3.12) величина сили 
задається у вхідній константі Р (тут HP 1000 ). Напрямок вектору сили в просторі 
задають кути   і   (в градусах) − вхідні константи RO  і FI  . На рисунку 3.13 
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показана структура виділеного субмодуля. Він використовується для формування 






Рисунок 3.12     Моделювання вектору статичної сили 
а) математична модель;   б) виділення субмодуля 
 
 
Рисунок 3.13     Субмодуль формування вектору сили 
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Крім статичної сили при моделюванні застосовуються динамічні сили − 
обертальні, синусоїдальні, випадкові. Складемо математичні моделі цих сил 
подальшого застосування при моделюванні. 
Виконаємо моделювання обертальної сили. Як правило ця сила 
проявляється при розточувальних операціях на верстатах, іноді при 
фрезерувальних (обробка кінцевими фрезами по колу) і деяких інших. 
Здебільшого сила обертається відносно осі шпинделя (ось Z  у верстатах з ЧПК), 
або паралельній їй.  
Моделювання вектору обертальної сили HP 1000  показано на рисунку 3.14, 






Рисунок 3.14    Моделювання вектору обертальної сили 






Рисунок 3.15     Моделювання вектору синусоїдальної сили  
а) модель (з субмодулем); б) графіки зміни складових сили 
 
В даному випадку усі три складових сили мають різні значення, які залежать 
від кутів нахилу вектору сили до осей координат. 
Модель вектору випадкової сили з використанням розробленого субмодуля 
приведена на рисунку 3.16. Вона забезпечує зміну сили у вигляді білого шуму по 
випадковому закону. Для цього в моделі уведені відповідні блоки Random Number 






 Рисунок 3.16     Модель вектору випадкової сили з субмодулем (а) і 
результати моделювання – проекції сили (б) 
 
Таким чином, після побудови необхідних моделей для силових навантажень, 
можна перейти до моделювання досліджуваної системи.   
Визначення просторової жорсткості ШВ будемо розглядати на прикладі ШВ 
верстата мод.16К20Ф3  (з оправкою-заготовкою) (див. рис. 3.1). 
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В розділі 3.1 доведено, що в статиці просторова жорсткість ШВ, яка 
приведена в зону різання, описується поверхнею еліпсоїду з головними 
жорсткостями (півосями)  000 ,, zуx ссс . Напрями головних жорсткостей зазвичай 
співпадають з осями координат ZYX ,, .  
На рисунку 3.17  показано розташування еліпсоїду жорсткості з центром на 




а)                 б) 
Рисунок 3.17    Схеми ШВ до визначення просторової жорсткості: 
а)  ШВ з еліпсоїдом жорсткості;   б) еліпсоїд жорсткості ШВ в ізометрії 
 
Під дією повної сили різання P  відбувається деформація (відтискання) 
консолі шпинделя (точки О) в усіх напрямках тривимірного простору.  
Згідно спрощеної розрахункової схеми ШВ (див. рисунок 3.1-б), в площині 
YOZ, величина прогину y  (вздовж осі OY) залежить від жорсткості yс  шпинделя 
в даному радіальному напрямку.  
При відомій складовій сили різання yP  прогин y  в зоні різання можна 
обчислити за традиційною методикою з урахуванням радіальної жорсткості валу і 
жорсткості опор шпинделя [53]. Радіальну жорсткість ШВ в зоні різання вздовж 
осі OY можна визначити як yPс yу /0  . Відповідно радіальна жорсткість вздовж осі 
ОХ − xPс xx /0   . В осьовому напрямку (вздовж осі OZ) на шпиндель діє осьова 
складова сили різання zP  і відтискає шпиндель на величину z . Тоді осьова 
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жорсткість ШВ в зоні різання (вздовж осі OZ) визначимо як yPс yу /0  . Осьова 
жорсткість вузла практично визначається осьовою жорсткістю упорного  
підшипника, яку можна знайти в літературі з розрахунку підшипників [12]. 
На рисунку 3.17-б показана приведена в зону різання просторова жорсткість 
ШВ у вигляді еліпсоїду жорсткості в ізометричному зображенні з усіма 
головними жорсткостями 000 ,, zуx ссс , а також вектор діючої сили різання Р. Як 
правило осьова жорсткість ШВ значно перевищує радіальну, тому еліпсоїд 
жорсткості  має витягнуту форму вздовж осі OZ. 
Якщо жорсткість шпинделя в різних радіальних напрямках змінюється мало, 
то можна прийняти 00 уxR ссc  . В цьому разі еліпсоїд стає еліпсоїдом обертання і 
для його побудови необхідно знати тільки величини Rc та 0zс . 
При розрахунках деформацій ШВ часто більш зручно використовувати 
еліпсоїд піддатливості (рисунок 3.18), який є спряженим з еліпсоїдом жорсткості. 
 
   
а)    б) 
Рисунок 3.18  –  ШВ з еліпсоїдом просторової піддатливості: 
а) загальний вид;    б) еліпсоїд піддатливості в ізометрії 
 
При цьому півосі еліпсоїду (головні піддатливості) визначаються як зворотні 
величини до головних жорсткостей - xx Px /0  , yy Py /0  , zz Pz /0  . Зазвичай 
осьова піддатливість ШВ є значно меншою за радіальну, тому еліпсоїд 
піддатливості  має сплющену форму вздовж осі OZ. 
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З метою дослідження жорсткісно-деформаційних характеристик пружної 
системи виконаємо математичне моделювання ШВ в системі MatLab-Simulink при 
різних режимах силових навантажень. 
При розгляді статичних режимів навантажень ШВ система рівнянь (2.16) 
значно спрощується і має наступний вигляд 



















 ,      (3.45) 
Математичне моделювання цієї системи засобами MatLab-Simulink з метою 
визначення вектору статичних переміщень  q  показано на рисунку 3.19. 
При навантаженні ШВ обертальною силою (наприклад, при розточувальній 
операції на верстаті) вектор переміщень  q  системи буде також синхронно 
обертатись і постійно змінюватись за величиною. Відповідно еліпсоїду 
жорсткості (або піддатливості) пружної системи ШВ вектор переміщень  q  
повинен описувати еліптичну траєкторію. Математична модель системи (3.45) з 
обертальною (навколо осі шпинделя OZ ) силою, показана на рисунку 3.20-а.  
Моделювання навантаження системи обертальною силою показало наступні 
результати. На рисунку 3.20-б зображена результуюча колова траєкторія вектору 
обертальної сили, яку він описує при обертанні на один оберт. Також приведені  
осцилограми зміни усіх трьох складових сили по осях координат (по модулю сила 
zP  залишається незмінною). При цьому вектор переміщень описує в площині 
XOY  еліптичну траєкторію (рисунок 3.20-в). При зміненні складової сили zP  
через значення кута   (константаRO ) змінюється модуль вектору переміщень  q , 
але форма траєкторії в площині XOY  залишається незмінною (еліптичною).  
Слід зазначити, що в динаміці еліпсоїди жорсткості зменшуються, а 
піддатливості − збільшуються, з різними коефіцієнтами деформацій по головних 
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осях еліпсоїдів, в залежності від частоти коливань та дисипативних властивостей 






        Рисунок 3.19    Моделювання пружної підсистеми в статиці:  









Рисунок 3.20     Моделювання пружної системи ШВ з обертальною силою:  
а) математична модель системи (з обертальною силою);  
б) графік траєкторії вектору обертальної сили і осцилограми його складових;  
в) графік траєкторії вектору переміщень і осцилограми його складових 
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3.3  Моделювання динаміки пружної системи шпиндельного вузла з 
зосередженими параметрами в програмі MatLab-Simulink  
 
На рисунку 3.23-а зображена динамічна модель еквівалентної одномасової 
системи ШВ з зосередженими параметрами, яка здійснює поперечні коливання. 
Згідно [Стр.ММ с.534] вона містить в собі приведену масу шпинделя m  та 
пружну систему шпинделя у вигляді невагомої пружної балки, закріпленої на 
пружно-демпфіруючих опорах. Маса шпинделя приведена до розрахункової точки 
O  на консолі балки, в якій діє сила різання. Аналогічна дія відбувається і в 
напрямках інших координатних осей.  
На рисунках 3.21-б,в,г показані еквівалентні одномасові динамічні моделі 
шпинделя по нормальних координатах системи – поперечні (радіальні) по осях X, 
Y та осьова – вздовж осі Z . Кожна одномасова еквівалентна система включає в 
себе приведену масу m  (по даній координаті), яка закріплена на пружно-
демпфіруючій опорі з еквівалентною жорсткістю с  та еквівалентним 
коефіцієнтом спротиву h  (по даній координаті). На приведену масу діє частина 
сили різання (проекція на дану координату).  
В загальному випадку приведені параметри системи по різних осях не 





Рисунок 3.21     Еквівалентна динамічна модель ШВ (а) та приведені 
еквівалентні одномасові моделі по осях координат – X, Y, Z (б) 
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Це означає, що під дією сили P  в зоні різання відбувається незалежний рух 
шпинделя одночасно по трьох осях з різними амплітудами. В цьому випадку 
маємо типовий приклад динамічної системи з нормальними координатами [60]. 
Результуюче переміщення точки О в заданому напрямку визначається як сума 
проекцій окремих переміщень по координатних осях на цей напрямок. 
На рисунку 3.22 приведена просторова динамічна модель ШВ з 
зосередженими параметрами.  
  
а) б) 
Рисунок 3.22    Динамічна модель ШВ: 
а) приведення маси шпинделя; б) трьохмасова динамічна модель  
 
Розрахунок параметрів моделі є достатньо тривіальним. Приведені маси 
yx mm ,  шпинделя по відповідних осях X, Y розраховуються згідно рекомендацій, 
розроблених в ЭНИМС [97]. Приведена маса zm  шпинделя вздовж осі обертання 
дорівнює реальній масі ротора шпинделя з усіма жорстко насадженими деталями. 
Коефіцієнти демпфірування звично розраховуються з урахуванням дисипативних 
властивостей конструктивних елементів шпинделя та матеріалів окремих деталей 
[142]. Як правило в ШВ напрями головних осей жорсткості збігаються з осями 
системи координат. Це означає, що в зоні різання можна побудувати еліпсоїд 
жорсткості з головними півосями xx сс 0 , yy сс 0  та zz сс 0 .  
В радіальних напрямках параметри системи часто відрізняються не суттєво і 
тоді можна прийняти, що yx mm  , yx cc  , yx hh  . В цих випадках радіальні 
підсистеми майже однакові, а еліпсоїд жорсткості має вигляд еліпсоїду обертання. 
 108 
Рух окремої одномасової коливальної системи (вздовж головної координати) 
описується диференційним рівнянням другого порядку з постійними 










  ,   (3.46) 
де  im - приведена маса; ih  - коефіцієнт демпфірування 0ii hh   ; ic  - коефіцієнт 
жорсткості ( 0ii сc  ); s  - переміщення ; iP  - зовнішня сила; t  - плинний час. 




















  .  (3.47) 
Якщо користуватись не жорсткістю ic , а піддатливістю id  ( причому 










  ,   (3.48) 




















 .   (3.49) 
Рух динамічної системи ШВ, яка складена з трьох ортогональних 
парціальних коливальних систем, під дією сили різання можна записати у вигляді 





















,    (3.50) 
де 000 ,, zyx  - переміщення по відповідних головних координатах. 
У матричній формі запису система рівнянь має вигляд системи (2.16) 
При використанні матриці піддатливості ][D  (з урахуванням 1][][  DC )  
)](][[][]][][[]][][[ tPDqqHDqMD      (3.51) 
З метою математичного моделювання динамічних процесів за прийнятою 
моделлю (див. рис. 3.23-б) в програмі MatLab-Simulink [68] розроблена базова 
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математична модель одномасової коливальної системи. Вона описана 
математичними залежностями (3.46)-(3.48). На рисунку 3.23-а приведена 
структурна схема математичної моделі одномасової коливальної системи.  
Структура моделі базується на методі вирішення диференційного рівняння 
другого порядку (неоднорідного) з постійними коефіцієнтами згідно виразу 3.46. 
При цьому результуюче переміщення на виході системи залежить не тільки від 
пружних властивостей системи, але і від масово-інерційних і дисипативних 
характеристик моделі. Результати моделювання показані на рисунках 3.23-б,в,г,д 
у вигляді осцилограм сили ( P ), та вихідних параметрів: переміщення ( x ), 





               б)                              в)                                г)                             д) 
Рисунок 3.23    Математична модель одномасової коливальної системи 
а) структурна схема (модель); б) осцилограма сили; в) осцилограма 
переміщення; г) осцилограма швидкості ; д) осцилограма прискорення 
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Тут перша осцилограма відповідає постійному значенню прикладеної 
зовнішньої сили Р=1. В результаті одномасова система коливається тільки на 
власній частоті (осцилограми на рисунку 3.23-в-д). Під дією дисипативних сил 
первинна енергія коливань розсіюється, амплітуди коливань (переміщення, 
швидкості та прискорення) згодом зменшуються і коливання поступово вщухають  
Для спрощення і уніфікації моделі з повної моделі доцільно виділити 
субмодуль (рисунок 3.24-б), який виконує інтегрування диференційного рівняння.  
Цей модуль є базовим, тому що призначений для багаторазового 






Рисунок 3.24     Уніфікована математична модель одномасової 
коливальної системи:  а) повна модель (з субмодулем);  б) субмодуль 
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Як випливає з рисунка 3.21-б повна динамічна система ШВ складається з 
трьох ортогональних парціальних одномасових коливальних підсистем. Рух цієї 
системи під дією сили різання P  описується системою (3.50). 
На рисунку 3.25-а представлена математична модель динамічної системи 
ШВ для визначення перехідних характеристик. Модель трьохмасової коливальної 
системи має різні значення головних жорсткостей чи піддатливостей (відповідно 
до еліпсоїда жорсткості чи піддатливості ШВ).  
На вході системи діє вектор сили P , напрямок якого задається кутами 
нахилу до осей координат (   і  ). В представленій моделі вектор сили задано 
композитним, тобто він складається з постійної складової 1000Н і змінної 
складової (остання може варіюватись по різним законам в часі).  
В залежності від величин кутів   і   (тут - 60º і 30º) вектор сили 
розкладається по осях координат на три складових zP , zP  і zP  (рисунок 3.25-в), 
кожна з яких діє на свою парціальну систему. 
При моделюванні перехідної характеристики (рисунок 3.25-б) змінна 
складова сили має форму сходинки (при t =0 сила змінюється від 0 до 100Н і 
надалі залишається постійною). Аналогічну форму мають складові сили (рисунок 
3.25-в). Переміщення мас по координатах показано на рисунку 3.25-г. Кожна маса 
коливається зі своєю власною частотою. З часом ці коливання затухають.  
На рисунку 3.26-а представлена математична модель підсистеми для 
визначення частотних характеристик. Тут змінна складова сили має 
синусоїдальну форму з амплітудою 100Н (рисунок 3.26-б). Під дією зовнішнього 
навантаження відбувається рух системи у вигляді вимушених коливань. 
Коливання по кожній з осей показані на рисунку 3.26-в. На виході системи 
отримаємо результуючий вектор переміщень (коливань) Tzyxq },,{  (рис.3.26-г.).  
Якщо нас цікавить не сам вектор q , а його проекція на заданий напрямок, то 
модель дещо зміниться. Необхідний напрямок можна задати, наприклад, 
одиничним безрозмірним вектором e







                  б)                               в)                                             г) 
Рисунок 3.25     Моделювання трьохмасової коливальної системи  
а) модель системи; б) генерація східчастого сигналу сили;  




 на вектор e

 (на завданий напрям) можна знайти за 
допомогою скалярного добутку векторів. Воно дорівнює помноженню (добутку) 
їх модулів на косинус кута між ними 
)cos()(  qqeq
















                  б)                                 в)                                             г) 
Рисунок 3.26    Моделювання трьохмасової коливальної системи 
а) модель системи; б) генерація гармонійного сигналу сили;  
в) складові вектору сили;  г) складові вектору вихідних переміщень 
 
До того ж, результат скалярного перемноження векторів дорівнює модулю 
одного з них помноженому на проекцію другого на напрям першого. Тобто 
qПрeeПрqeq eq

























 .  (3.56) 
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Для одиничного вектору e

 формула спрощується 
zzyyxxzyxe eqeqeqqqqqПр  )cos(
222 

 .  (3.57) 





                          б)                                      в)                                     г) 
Рисунок 3.27     Моделювання трьохмасової коливальної системи 
а) модель системи; б) складові вектору сили; в) складові вектору переміщень; 
г) проекція вектору переміщень на завданий напрямок в просторі  
 
В результаті моделювання отримаємо шукану проекцію вектору переміщень 
на завданий напрямок в просторі (рисунок 3.27-г). 
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Для отримання частотних динамічних характеристик моделі (в формі АФЧХ 
і інших) складемо структурну схему трьохмасової коливальної системи. Ця схема 
показана на рисунку 3.28 (на схемі оператор Лапласа р позначений як s) .  
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xx  .   (3.59) 
 
 
Рисунок 3.28     Структурна схема трьохмасової коливальної системи 
 
Для побудови частотних характеристик знову використаємо інструмент 
Simulink LTI-Viewer. Для цього у вікні програми MatLab задамо натупну команду 
. 
В результаті отримаємо характеристики, які показані на рисунку 3.29.  
З аналізу цих характеристик випливає, що система має три резонансні 
частоти відповідно до кількості приведених мас. Коефіцієнти динамічності 
системи по осях складають 2.8, 3.9, 2.2. Тобто, при наближенні до резонансних 
зон величини жорсткості будуть зменшуватись пропорційно цим коефіцієнтам, а 
величини піддатливостей – відповідно збільшуватись. Таким чином еліпсоїд 
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динамічної жорсткості (піддатливості) змінює форму (свої розміри) відносно 
статичного еліпсоїду  в залежності від частоти.  
Однак, з точки зору точності метод розрахунку ШВ з зосередженими 
параметрами в порівнянні з розподіленими параметрами є достатньо грубим.  
 
 
Рисунок 3.29  Вихідні характеристики трьохмасової коливальної системи  
( перехідна; діаграма Боде; діаграма Найквіста; діаграма Ніколса) 
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3.4 Моделювання динаміки шпиндельного вузла за методом початкових 
параметрів 
 
Для динамічного розрахунку і моделювання ШВ з розподіленими 
параметрами в роботі створена програма Dynamo-S, яка базується на методі 
початкових параметрів (МПП), обґрунтування якого приведено в Додатку И.  
Програма складена за МПП у матричній формі для визначення переміщень і 
силових впливів в усіх перетинах динамічної моделі. Програма дозволяє 
розраховувати і моделювати складні роторні системи, ШВ і отримувати їх 
статичні та динамічні характеристики. Зокрема, можна обчислити частотні 
характеристики ШВ в формі АЧХ, ФЧХ, ЛАЧХ, АФЧХ, а також побудувати 
форми (моди) коливань шпинделя на визначених частотах (наприклад, 
резонансних). Характерною особливістю програми є те, що в програму уведено 
укрупнений (об’єднаний) скінчений елемент –“суперелемент” iSE  типу “перетин - 
ділянка” шпинделя (рисунок 3.30). Усього у програмі для суперелементу iSE  
враховано 23 параметри динамічних моделей ШВ, які зведені у таблицю 3.1. 
 
 
Рисунок 3.30  Скінчений суперелемент (SE)“перетин - ділянка” ШВ 
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Таблиця 3.1 – Параметри динамічних моделей ШВ, що представлені в 













 EJ Жорсткість на згин даН∙см2 
2 il  DI Довжина ділянки см 
3 im
 PM Розподілена маса даН∙с2/cм2 
4 
m










ih  HP Розподілене демпфірування постелі даН∙с/см
2
 
7 iM  MO Зосереджена маса в перетині даН∙с
2/см 
8 ic  CO Зосереджена радіальна жорсткість опори даН/см 
9 ih  HO Зосереджене радіальне демпфірування опори даН∙с/см 
10 iI  IO Зосереджений момент інерції маси даН ∙см∙с
2
 
11 ik  KO Зосереджена кутова жорсткість опори даН∙см 
12 iq  QO Зосереджене кутове демпфірування опори даН∙с∙см 
13 
'



















ik  KG Зосереджена кутова жорсткість підвісу даН∙см 
18 
'
iq  QG Зосереджене кутове демпфірування підвісу даН∙с∙см 
19 
"










ik  KS Зосереджена кутова жорсткість стику даН∙см 
22 
"
iq  QS Зосереджене кутове демпфірування в стику даН∙с∙см 
23 is  SN Зміна напрямку вісі шпинделя - 
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Розрахункова схема ШВ, що складена з скінчених суперелементів ( SE ), в 
загальному уявленні буде мати вид, показаний на рисунку 3.31. Блок-схема 
програми Dynamo-S подана на рисунку 3.32. 
 
SE1 SE2 SE i. . . . . . SE n-1 SE n








Обчислення параметрів, залежних від 
частоти
Інкрементація рахівника i=i+1
Обчислення матриці добутку А 
Обчислення матриці добутку B 
Розрахунок системи матричних рівнянь
Обчислення вихідних параметрів 
Обчислення матриці i-го перетину 

























Вибір форми виводу результатів 














Рисунок 3.32  Блок-схема програми Dynamo-S  
 120 
В програмі Dynamo-S розраховується динамічна піддатливість ШВ в межах 
прийнятого робочого частотного діапазону. При цьому визначаються резонансні 
частоти та амплітуди, обчислюється статична піддатливість ШВ, коефіцієнти 
динамічності, інші показники, автоматично виводиться роздруківка, будуються 
годографи частотних характеристик – АЧХ, ФЧХ, АФЧХ та ЛАЧХ. 
Для прикладу наведемо застосування методики динамічного розрахунку для 
роторної системи ШВ на розподільних гідростатичних опорах [8,30].  
На рисунку 3.33 показана розрахункова динамічна модель роторної системи 
ШВ токарного верстата УТ16А на гідростатичних опорах з пристроєм 
автоматичного балансування (ПАБ). В розрахунковій моделі застосовано 20 
перетинів для розбиття роторної системи “ШВ-ПАБ-заготовка”.  
На рисунку 3.34 показані розрахункова (1) і експериментальна (2) АФЧХ 
ШВ. 
Як видно з графіків статична піддатливість ЕПСk  в обох варіантах майже 
збігається (1 – 13 мкм/даН, 2 – 15 мкм/даН). В робочому частотному діапазоні 0 – 
200 Гц роторна система має один головний резонанс рез  на частоті близько 90 Гц 
(1 - 92 Гц, 2 – 87 Гц), який відповідає першій формі коливань шпинделя. По цих 
параметрах характеристики практично однакові і різняться в межах 3-5%.  
Інші параметри АФЧХ відрізняються більш суттєво.  
Резонансні амплітуди коливань 
pA  становлять 1 – 137 мкм/даН і 2 – 110 
мкм/даН, відповідно коефіцієнти динамічності дk  мають значення 1 – 10,5 і 2 – 
7,4. Різниця в 25% пояснюється недостатньо точними відомостями про реальні 
значення дисипативних властивостей в стиках конструкції, а також низькими 
коефіцієнтами демпфірування в аеростатичних опорах.  
Параметри mЕПСRe , які характеризують вібростійкість системи, мають значення 
1 – 65 мкм/даН і 2 – 92 мкм/даН, тобто відрізняються на 41%. Це можна пояснити 
фазовими похибками (додаткові повороти із зростанням частоти), які пов’язані з 
точністю вимірювальної апаратури. 
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Аналіз характеристик свідчить про те, що розрахункові і експериментальні 
АФЧХ різняться в межах 3-5% по частотах і 15-25% по амплітудах.  
 
 
Рисунок 3.33  Розрахункова динамічна модель системи “ШВ-ПАБ-заготовка”  
 
Рисунок 3.34  АФЧХ системи “ШВ-ПАБ-заготовка” верстата УТ16А:  
1 – розрахункова , 2 – експериментальна. 
 
Інші приклади розрахунку динаміки ШВ металорізальних верстатів за МПП 
приведені в Додатках Д,З,И. 
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3.5  Узагальнена тензорно-геометрична динамічна модель 
шпиндельного вузла з розподіленими параметрами 
 
Для реалізації тензорно-математичного моделювання просторової 
жорсткості ШВ за методом початкових параметрів складемо узагальнену 
тензорно-математичну модель ШВ з розподіленими параметрами. 
Динамічну підсистему шпиндельного вузла можна представити у вигляді 
лінійної коливальної системи з великою кількістю степенів вільності, яка 
рухається під дією сил різання. На оправку радіуса r в зоні різання (рис. 3.35-а) діє 
сила різання P , яка викликає переміщення (відтиснення) осі шпинделя на 
величину  . Сила різання може бути представлена проекціями на осі координат 
zyx PPP ,, , а переміщення  – відповідно zyx  ,,  (рис. 3.43-б). Складові сили 
утворюють додаткові моменти відносно координатних осей – 
















  ,       (3.60) 
де   - кут точки прикладання сили різання в площині XOY. 
 
                         а)                                       б)                                 в) 
Рисунок 3.35  Схеми навантаження шпинделя:  а) силою різання;  
б) проекціями сили різання; в) додатковим крутним моментом 
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В загальному випадку коливання системи можуть бути описані шістьма 
ступенями вільності – три поступальних переміщення від сил 
zyx PPP ,,  і три кутові 
переміщення від моментів сил 
zyx MMM ,, .  
Однак, перші два моменти з виразу (3.60) завдають лише додаткові 
навантаження при згинних деформаціях шпинделя в площинах XOZ та YOZ від 
радіальних сил. Вони незначні за величиною і їх часто можна не враховувати.  
Момент zM , що діє в площині XOY, є досить суттєвим, особливо при 
великих діаметрах обробки (рисунок 3.35-в). Він викликає деформацію 
(закручування) шпинделя на кут   відносно осі OZ. Тому, в багатьох випадках 
необхідно враховувати крутильну жорсткість конструкції ШВ, особливо при 
нежорсткому приводі. Тобто, в методах розрахунків і відповідних розрахункових 
схемах слід враховувати крутильну жорсткість, яка визначається як жорсткістю 
самого вала шпинделя, так і жорсткістю крутильного спротиву у елементах 
передач (шестернях, муфтах), підшипниках і інших елементах конструкції. 
Надалі будемо розглядати коливання динамічної системи ШВ з чотирма 
ступенями вільності, як це показано на рисунку 3.36. 
 
 
Рисунок 3.36  Схема визначення частотних характеристик ШВ 
 
Такий підхід дозволить отримувати величини поступальних жорсткостей 
ШВ по головних осях координат (в статиці), які необхідні для побудови 





















 ,          (3.61) 




zMj  .           (3.62) 
Окрім того, в динаміці можна визначити відповідні передаточні функції і 
частотні характеристики ШВ (АЧХ,ФЧХ, АФЧХ, ЛАЧХ і інші).  
Найбільш зручним методом для розрахунку динамічних характеристик ШВ 
є МПП [134]. В цій роботі розглянуті тільки згинно-крутильні коливання ШВ, а 
повздовжні взагалі не враховуються. Однак, для побудови еліпсоїда жорсткості 
(піддатливості) обов’язково необхідно розраховувати поздовжньо-крутильно-
згинні  коливання ШВ. 
При розгляді одночасних поздовжніх коливань (вздовж осі OZ), поперечних 
згинних коливань (в площині ZOY) та коливань кручення (навколо осі OZ), 
положення поперечного перерізу шпинделя і внутрішні силові фактори в ньому 
характеризуються такими параметрами – поздовжнім переміщенням iz , кутом 
закручування i , прогином iy , кутом повороту i , згинальним моментом iM , 
поперечною силою iQ , крутним моментом iM

 і поздовжньою силою iT  [35]. 
Правило знаків для цих параметрів визначене на рисунку 3.45. 
 
 
Рисунок 3.37  Правило знаків для параметрів окремої ділянки шпинделя 
 
Тоді амплітудні значення вихідних величин на i-тій ділянці шпинделя 
складають восьмивимірний вектор  T iiiiiiiii TMQMyzZ

 . 
Згідно [38] загальна формула переходу від вектору Zi-1 в лівому перерізі 
ділянки до вектору Zi в його правому перерізі має вигляд 
iiii NZPZ  1 ,           (3.63) 
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де    iP  – узагальнена матриця переходу розмірністю 88; 
iN  – вектор (матриця-стовпець) гармонічного зовнішнього навантаження. 




0000 , де 
iM , iQ , iM

, iT – амплітуди зовнішнього гармонічного навантаження. 
Загальна перехідна матриця i-тої ділянки iP  дорівнює добутку  
iii SUP   ,          (3.64) 
де iU  – перехідна матриця ділянки; iS  – перехідна матриця перерізу. 
При додатковому врахуванні поздовжніх (вздовж осі шпинделя) і крутильних 
(навкруги осі шпинделя) коливань ШВ змінюється структура і наповнення 
перехідних матриць ділянок і перетинів шпинделя. Розглянемо зміст цих матриць 
більш детально.  
Для випадку поздовжньо-крутильно-згинних коливань шпинделя перехідна 




































































































































































 ,        (3.73) 
де:  


















l  ,        (3.65) 
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 де im  - маса одиниці довжини (погонна маса) ділянки; iEF  - осьова жорсткість 
ділянки (вздовж осі ОZ); E - модуль пружності матеріалу при стисненні-
розтягуванні;  
iF  - площа перерізу; il  - довжина ділянки;   - кругова частота; 

















li    ,        (3.66) 
 де TiGJ  - крутильна жорсткість ділянки;  G - модуль пружності матеріалу при 
крученні;  TiJ  - полярний момент інерції перетину;  ipi  - радіус інерції перетину 
відносно осі ОХ. 





































































 ,       (3.67) 
де  iE , iF , iG , iH  - елементи переходу, які описані в [35]; i  – маса зосередженого 
вантажу в i-му перерізі; xiI  – осьовий моменти інерції зосередженого вантажу 
в i-му перерізі; 
ziC , iC , cziC , icC   – комплексні модулі пружності, що визначають пружно-
дисипативні характеристики зосередженої в i-му перерізі опори iC  або 
стикового з’єднання елементів сiC  відносно поздовжніх z  і крутильних   
переміщень відповідно. 
Комплексні модулі пружності визначаються за формулами: 
)()(  zizizi jhcC  ;   )()(   iii jhcC  , 
)()(  czicziczi jhcC  ;  )()(   icicic jhcC  ,       (3.68) 
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де     zic , ic , сzic , iсc   – коефіцієнти жорсткості в i-му перерізі; 
zih , ih , сzih , iсh   – коефіцієнти демпфування в i-му перерізі. 
Знаходження параметрів в усіх перетинах шпинделя при зовнішньому 
гармонічному навантаженні ґрунтується на складанні матричного рівняння, яке 
зв’язує параметри в початковому (1-му) перерізі балки через перехідні матриці її 
перерізу з параметрами в кінцевому (n-му) перерізі, а також з силовим фактором, 
діючим в k-му перерізі [35] 
kkn NPPZZ  1 ,          (3.69) 
де  1Z , nZ  – вектори комплексних параметрів на кінцях шпинделя в 1-му і n-му 
перерізах; 
P  – матриця (88), яка дорівнює добутку всіх матриць переходу (для 
перерізів і ділянок) шпинделя; 
kP  – матриця (88), яка дорівнює добутку всіх перехідних матриць, 
розташованих після k-го перерізу, в якому прикладене зовнішнє 
гармонічне навантаження; 
kN  – вектор зовнішнього гармонічного навантаження в k-му перерізі. 
Будемо розглядати шпиндель, як балку на пружно-демпфіруючих опорах з 
обома вільними кінцями, на яку діє зовнішнє навантаження в будь-якому перерізі. 
В нашому випадку силові параметри в 1-му та n-му перерізах дорівнюють нулю і 











































































































































































































,  (3.70) 
де 1z , nz , 1 , n , 1y , ny , 1 , n  – поздовжні переміщення, кути закручування, прогини та 
 128 
кути повороту в 1-му та n-му перерізах відповідно. 









































































.    (3.71) 
З даної системи виділимо підсистему з останніх чотирьох рівнянь. Зробимо 




























.     (3.72) 



















































































































 , (3.73) 
























St  ; 




































ddw  ;  
























Sd  ; 
























Sd  ; 
























Sd  ; 
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   ikikikik TPMPQPMPS  58_57_56_55_5

;   ikikikik TPMPQPMPS  68_67_66_65_6

;  
   ikikikik TPMPQPMPS  78_77_76_75_7

;   ikikikik TPMPQPMPS  88_87_86_85_8

 . 
Тепер, по знайдених параметрах в першому перерізі і відомих перехідних 
матрицях шпинделя можна знайти параметри у будь-якому m -му перерізі  
1YPY mm   ,      (3.74) 
де  1Y , mY  – матриці-стовпці параметрів у першому та m -му перерізах; 
mP  – матриця (88), яка дорівнює добутку всіх матриць переходу від 1-го до 
m -го перерізу шпинделя. 
Обчисливши параметри ШВ в усіх перерізах, можна знайти частотні 
передавальні функції (АФЧХ):  
- радіальну   
 
 


















jW ImRe  ,   (3.75) 
- осьову     
 
















jW ImRe  ,   (3.76) 
- крутильну     
 














jW ImRe  .   (3.77) 
Звідси можна визначити частотні характеристики ШВ: АЧХ - 






arctg , ЛАЧХ -     AL lg20  і інші. 
Статичні піддатливості вузла можна отримати з приведених виразів при =0. 
Перевагою запропонованого підходу є те, що при врахуванні усіх чотирьох 
параметрів iz , i , iy , i  з’являється можливість отримання крутильної жорсткості 
вузла і величин жорсткостей по усіх трьох осях просторової системи координат в 
будь-якому перерізі. Це дозволяє побудувати еліпсоїди жорсткості (піддатливості) 
ШВ, причому як в статиці, так і в динаміці. 
На прикладі ШВ токарного верстата мод.16К20Ф3 ( рисунок 3.46) розроблена 
узагальнена динамічна модель ШВ  (рисунок 3.47), яка враховує масово-інерційні 




Рисунок 3.38  Конструкція ШВ верстата 16К20Ф3  
   
 
Рисунок 3.39  Узагальнена динамічна модель ШВ з еліпсоїдом піддатливості 
 
В загальному випадку матриці жорсткостей С та демпфірування Н пружно-
дисипативних опор та в’язей в стиках між елементами мають розмірність 84.  
Навантаження шпинделя при розрахунках поздовжньо-крутильно-згинних 
коливань ШВ здійснюється силою різання на консолі заготовки, зокрема 
силовими факторами 
zzyx MPPP ,,,  за прийнятою схемою (див. рисунок 3.43-в). 
Методика обчислення необхідних параметрів і коефіцієнтів динамічної 
моделі ШВ докладно розглянута в роботах [42,58, 107,108, 138]. 
Так, коефіцієнти жорсткості сi опор шпинделя розраховуються за 
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традиційними методиками, в тому числі із застосуванням номограм, отриманих за 
експериментальними даними [26]. Коефіцієнти демпфірування в підшипниках 
шпиндельних опор можна наближено визначити за виразом 
  24npn ch   ,     (3.78) 
де nc   жорсткість підшипника в поздовжньому, радіальному або 
тангенціальному напрямках; 
p   відносний коефіцієнт поглинання енергії 
коливань ШВ [97]. 
При аналізі лінійної коливальної системи з метою урахування дисипації 
енергії в матеріалі вала шпинделя жорсткості шпинделя на згин, стиск та 
кручення можна подати в комплексній формі [31,34]: 
 mi jhEJEJ  1 ,  mzi jhEFEF  1 ,  mppi jhGJGJ  1 ,    (3.79) 
де mh , mzh , mh   коефіцієнти демпфірування в матеріалі елементів шпиндельного 
вузла при коливаннях згину, поздовжніх та кручення відповідно. 
Значення коефіцієнтів mh , mzh , mh  можна обчислити за рекомендаціями [97, 142].  
За результатами розрахунків динамічних характеристик (жорсткостей або 
піддатливостей) по осях координат можна побудувати еліпсоїд піддатливості ШВ. 
На рисунку 3.48 показаний еліпсоїд піддатливості ШВ верстата мод.16К20Ф3 з 
головними піддатливостями по осях 0.537х10-7 , 0.537х10-7 , 0.243х10-6 мм/даН. 
 В результаті дії сили різання Р або її складових шпиндель деформується, в 
разі чого розрахункова точка О переміщується в напрямку прямої  L. Промінь 
перетинає еліпсоїд в точці К, причому модуль вектору ОК визначає піддатливість 
ШВ в даному напрямку. Величина деформації Lq  дорівнює 
222222
zzyyxxL PPPq   .       (3.80) 
Крутильну статичну піддатливість   ШВ можна визначити з виразу (4.47) 
при =0. Величину кута   деформації шпинделя при крученні можна знайти як 
  zM .        (3.81) 
Для представленого ШВ кут закручування складає  =0.3702·10-9 °. 
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3.6 Моделювання динаміки шпиндельного вузла за методом скінчених 
елементів 
 
Метод скінчених елементів набув широкого застосування для визначення 
властивостей ШВ різних конструкцій металорізальних верстатів [34, 98]. 
Покажемо використання МСЕ для розрахунку конструкцій ШВ і інших 
роторних систем, що працюють при динамічних навантаженнях. 
При динамічних розрахунках ШВ їх реальна конструкція замінюється 
ідеалізованою моделлю у вигляді балки на пружно-демпфіруючих опорах 
(підшипниках). При цьому модель може бути представлена у вигляді плоскої 
стержневої системи (рами). Відповідно в МСЕ будуть застосовуватись плоскі 
елементи – стержні. Стержневі скінчеві елементи представлені на рисунку 3.40.  
  
а) б) 
Рисунок 3.40 Стержневі скінчені елемент при плоскому згині (а)  
та при згині з розтягом-стиском (б) 
 
В залежності від прийнятої моделі при динамічних розрахунках ШВ будемо 
вирішувати плоску, або просторову (об’ємну) задачу МСЕ.  
При розрахунках плоскої системи ШВ за МСЕ вал шпинделя замінюється 
скінченими елементами (стержнями), що працюють на згин (рисунок 3.40). 
Підшипникові опори представлені скінченими елементами (стержнями), що 
працюють на згин із розтягом і стиском. 
Для прикладу на рисунку 3.41 показана розрахункова модель ШВ 
металорізального верстату 16К20Ф4. Представлена модель складається із 26-ти 
елементів. Розрахунки стержневих систем за МСЕ описані в роботі [34]. 
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Стержневий скінчений елемент, який працює на згин показано на рисунку 
3.40-а. Елемент завантажений вузловими силами    TRRRRR 4321 . Вектор 
переміщень –    Tqqqqq 4321 . 
Розв’язок для прогину елемента знаходиться у вигляді 
   qN   ,                            (3.82 
де    N  – матриця інтерполяційних функцій.  
 
Рисунок 3.41  Розрахункова скінчено-елементна модель ШВ 
 
Для визначення функцій N напишемо апроксимаційний поліном  
2 3
1 2 3 4v x x x                                   (3.83) 
Кубічний поліном забезпечує необхідну неперервність похідних другого 
порядку. Для визначення невідомих коефіцієнтів полінома скористаємось 
граничними умовами щодо переміщень і їх перших похідних (кутів повороту) у 
крайніх (вузлових) перерізах 
Тоді функція переміщень матиме вигляд 
1 1 2 2 3 3 4 4v N q N q N q N q    .                               (3.84) 







































               (3.85) 
Вони задовольняють таким умовам 
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1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
(0) 1 (0) 0 ( ) 0 ( ) 0
(0) 0 (0) 1 ( ) 0 ( ) 0
(0) 0 (0) 0 ( ) 1 ( ) 0
(0) 0 (0) 0 ( ) 0 ( ) 1.
N N N a N a
N N N a N a
N N N a N a
N N N a N a
    
    
    
    
              (3.86) 














































K .                              (3.87) 
При розрахунках ШВ для врахування жорсткості та демпфірування опор 
необхідно додатково застосовувати стержневий скінчений елемент, що працює на 
згин із розтягом і стиском (рисунок 3.40-б). Цей елемент має довжину а і 
жорсткості на згин zEJ  та на розтяг EA. На нього діє як поперечне, так і подовжнє 
навантаження . 
Апроксимації осьового переміщення і прогину запишуться як 
4211 qNqNu  ,                                                    (3.88) 
66553423 qNqNqNqN  ,                        (3.89) 






N   – функції Ерміта. 






































































































.                     (3.90) 
Наведемо алгоритм використання методу скінчених елементів для аналізу 
динаміки стержневих систем. Він містить наступні основні кроки. 
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1) Систему розбивають на скінчені елементи (стержні) з урахуванням 
необхідної деталізації моделі, як, наприклад, це показано на рисунку 3.41. 
2) Виконують нумерацію вузлів системи і переміщень у вузлах так, щоб 
найбільша різниця між номерами переміщень у сусідніх вузлах була мінімальною. 
3) Складають матриці топології та індексів (зазвичай топологічної матриці 
виявляється достатньо для побудови і матриці індексів). 
4) Складають матрицю мас системи, які зосереджені у вузлах системи. При 
цьому масу кожного стержня зазвичай розділяють навпіл і зосереджують в 
крайніх точках. 
5) Складають матрицю жорсткості системи. Демпфірування в системі 
враховують через опосередкований комплексний модуль пружності для 
вибраного матеріалу в матриці жорсткості. 
6) Складають матрицю зовнішніх навантажень. При цьому силові фактори 
звично діють у вузлах системи. Якщо ні, то їх приводять до вузлів різними 
способами. 
7) Виконують алгебраїзацію отриманої системи диференційних рівнянь. При 
цьому звично порядок системи зростає вдвічі. 
8) Знаходять розв’язок системи алгебраїчних рівнянь, використовуючи метод 
Гауса або аналогічні методи. 
9) Отримують вектор переміщень (коливань) вузлів, який використовують 
для знаходження необхідних динамічних показників і характеристик (перехідних 
або частотних). 
Приклад розрахунку динаміки ШВ металорізального верстату 16К20Ф3 за 
МСЕ у вигляді плоскої стержневої системи приведений в Додатку Д. 
При розрахунках просторової системи ШВ за МСЕ його конструкція 
представляється об’ємною реалістичною розрахунковою моделлю, побудованою в 
одній із CAD-систем. Приклад такої 3D-моделі, створений в CAD-системі Solid 
Works, показаний на рисунку 3.42-а.  
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 а) б) 
Рисунок 3.42  Динамічна модель ШВ для розрахунку за МСЕ:  
а) розрахункова модель ШВ;   б) мережа скінчених елементів 
 
Алгоритм використання методу скінчених елементів містить наступні 
основні кроки (на прикладі застосування системи CosmosWorks): 
1) Визначають вид розрахунку (в нашому випадку – лінійна динаміка). 
2) Задають матеріали для елементів системи. 
3) Встановлюють умови закріплення ШВ на опорах (підшипниках). 
4) Задають вид і умови навантажень системи. 
5) Створюють мережу, якою автоматично розбивають конструкцію ШВ на 
скінчені елементи (тетраедри чи інші), як це показано на рисунку 3.42-б. 
6) Визначають модель демпфірування в системі (модальне, чи по Релею) і 
задають параметри (коефіцієнти) демпфірування 
7) Запускають програму розрахунку. 
8) Отримують результати розрахунку.  
9) Визначають необхідні динамічні параметри і характеристики ШВ. 
10) Будують деформаційні епюри і форми коливань 
Для прикладу приведемо результати розрахунку динаміки ШВ за МСЕ для 
моделі, зображеної на рисунку 3.42-а.  
Навантаження пружної системи здійснювалось в середині оправки 
радіальною силою 1000Н. За результатами розрахунків згинних коливань 
встановлені  наступні резонансні частоти: 1712Гц, 4260Гц і інші. Результати 
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розрахунку ШВ за МСЕ можуть бути подані у вигляді реалістичних картин епюр 






Рисунок 3.43 Результати розрахунку ШВ за МСЕ: 
а) епюра напружень; б) епюра деформацій; в) форма коливань на частоті 
1712Гц;  г) форма коливань на частоті 4260Гц 
 
Основним недоліком цього методу є спрощене завдання дисипативних 
параметрів системи, що дає великі похибки при визначенні амплітуд коливань. 
Приклади розрахунку динаміки ШВ металорізального верстату 16К20Ф3 за 





1. На базі тензорного числення виконано теоретичне обґрунтування і розроблена 
просторова тензорно-геометрична модель пружних властивостей ШВ 
металорізального верстата. Доведено, що статична просторова жорсткість 
пружної системи ШВ розподіляється за квадратичною формою, описується 
тензором другого порядку і геометрично реалізується поверхнею еліпсоїду. 
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При цьому еліпсоїд жорсткості ШВ звично будується на консолі шпинделя з 
центром в зоні (точці) різання. Кінцева жорсткість ШВ зумовлює просторові 
деформації конструкції, які викликають відтиснення інструмента від деталі в 
процесі різання, що впливає на точність обробки. Еліпсоїд жорсткості (або 
піддатливості) ШВ дозволяє визначити величини деформацій осі шпинделя в 
зоні різання від діючих сил в довільному напрямку тривимірного простору. 
2. На основі статичної тензорно-геометричної моделі розроблена динамічна 
модель пружної системи ШВ з зосередженими параметрами, яка враховує 
масово-інерційні та дисипативні параметри конструкції вузла. Модель 
характерна тим, що складається з трьох ортогональних парціальних 
одномасових коливальних підсистем. Статичну модель можна вважати 
частковим випадком динамічної моделі. При цьому в динаміці величини 
деформацій від сил різання суттєво зростають, особливо поблизу резонансних 
зон пружної системи ШВ. 
3. Найвищу точність визначення статичних і динамічних характеристик ШВ 
забезпечують методи розрахунку систем з розподіленими параметрами, до 
яких відносяться метод початкових параметрів і метод скінчених елементів. 
Метод початкових параметрів є більш прийнятним для розрахунку динаміки 
ШВ у порівнянні з методом скінчених елементів, тому що має більш детальне 
врахування коефіцієнтів демпфірування і забезпечує більш точні обчислення 
динамічних характеристик (АЧХ, ФЧХ, АФЧХ і інших). Тому для розробки 
узагальненої динамічної моделі ШВ доцільно застосовувати метод початкових 
параметрів. 
4. Розроблені методика динамічного розрахунку за методом початкових 
параметрів і узагальнена тензорно-геометрична динамічна модель ШВ з 
розподіленими параметрами, дозволяють не тільки отримати необхідні 
параметри еліпсоїда просторової жорсткості (піддатливості) конструкції в зоні 
різання, але і визначити усі необхідні статичні і динамічні характеристики ШВ 
з високою точністю, яка на 20-30% точніша за інші методи розрахунку. 
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РОЗДІЛ 4 
ПАРАМЕТРИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ І ОПТИМІЗАЦІЯ 
ШПИНДЕЛЬНИХ ВУЗЛІВ НА ОПОРАХ КОЧЕННЯ  
 
4.1  Принципи створення параметричних 3D-моделей шпиндельних 
вузлів  
 
При агрегатно-модульному створенні металорізальних верстатів і 
комплексів насамперед виділяють ШВ, як найбільш відповідальний модуль. 
Сьогодні все більше ШВ виробляють централізовано, як агрегатних одиниць, у 
вигляді комплектних шпиндельних вузлів (КШВ), мехатронних модулів [172]. 
ЭНИМС систематизував інформацію по агрегатуванню головного приводу 
верстатів і застосуванню в універсальних верстатах КШВ  
На рисунку 4.1 приведена загальна схема агрегатування приводу головного 
руху металорізального верстата.  
 
 
Рисунок 4.1 – Схема агрегатування привода головного руху верстата: 
1 – комплектний шпиндельний вузол, 2- передача, 3 – датчик, 4 – муфта,  
5 – автоматична коробка швидкостей, 6 – муфта, 7 – двигун 
 
При цьому можливі різні варіанти схем виконання приводу головного руху 
верстата: традиційна схема приводу з пасовою передачею, схема без пасової 
передачі, схема передачі напряму (без коробки), схема у вигляді мотор-шпинделя 
(як комплектний виріб в одному корпусі). Усі ці схеми приведені на рисунку 4.2.  
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Рисунок 4.2 – Варіанти виконання приводу головного руху верстата  
а) традиційна схема приводу;  б) схема без передачі;  
в) схема передачі  напряму; г) комплектний мотор-шпиндель (в корпусі). 
 
Кінцевим елементом привода в усіх цих схемах є КШВ. На рисунку 4.3 
показана типова схема ШВ верстату [53] і узагальнена структура КШВ.  
Конструкція КШВ відрізняється від традиційної компоновки насамперед 
наявністю власного корпусу (2), в якому розташовані усі інші елементи (в 
повному комплекті). В зв’язку з цим приводний елемент (13) винесений у 
хвостову частину. При цьому для підвищення точності рекомендується 
виконувати його розвантаженим, щоб на шпиндель відбувалась передача тільки 
крутного моменту (наприклад, у вигляді торцевої зубчастої муфти). 
У конструкціях ШВ верстатів використовується багато стандартних і 
уніфікованих елементів, до яких насамперед слід віднести наступні: підшипники 
кочення, передні кінці шпинделів, конуси (Морзе, метричні, 7:24 і інші), шліци, 
шпонки, кільця стопорні, стандартні метизні вироби і інші. 
У ШВ металорізальних верстатів використовується обмежена номенклатура 
підшипників кочення. [12,136,137]. Основні типи шпиндельних підшипників 




Рисунок 4.3 – Типова структура шпиндельного вузла: 
а) традиційна компоновка;       б) компоновка комплектного ШВ (КШВ) 
1 –шпиндель; 2- корпус; 3 – передня опора; 4 – задня опора; 5 – передній 
фланець; 6 – задній фланець; 7,8,9 – втулки; 10 – гайка; 11 - передній 
ущільнювач;12 - задній ущільнювач;13 – приводний елемент. 
 
В таблиці 4.1 приведені основні стандартизовані конструкції передніх кінців 
шпинделів для верстатів різних технологічних груп. Окрім наведених існують 
також інші варіанти виконання передніх кінців ШВ, які значно менше 
використовуються. Усі стандартні розміри ШВ зведені в таблиці і прив’язані до 
основного розміру D – зовнішній діаметр конуса, який зазвичай змінюється за 
стандартизованим рядом. Це полегшує параметризацію вузлів і створення баз 
даних для розробників систем автоматизованого проектування (САПР) ШВ. 
Не складно уніфікується і хвостова частина КШВ, тому що кількість 
варіантів з’єднання шпинделя з приводним елементом також обмежена. Тут 
важливо, щоб передавався тільки крутний момент. В таблиці 4.2 приведені 
варіанти задніх кінців шпинделів для КШВ (за рекомендаціями «ЭНИМС»). 
Для вбудовування КШВ у верстати різних технологічних груп їх корпусу 
виготовляються у різних варіантах виконання (рисунок 4.4). 
Пінольний варіант застосовується в конструкціях верстатів з рухливим ШВ 
(наприклад у вертикально-фрезерних верстатах). Останні варіанти − у верстатах з 
нерухомим ШВ (токарних, шліфувальних і інших). Форма корпусу вибирається 
насамперед в залежності від призначення вузла та  виду посадочного місця під 
КШВ, а також і з інших чинників.  
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Таблиця 4.1 Конструкції переднього кінця шпинделя (по ГОСТ) 
№ 
п/п 























шпинделів з зовнішнім 




Кінці шпинделів під 




Різьбові кінці шпинделів 
(по ГОСТ 16868—71) 
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Таблиця 4.2 Варіанти виконання заднього кінця шпинделя  
№ 
п/п 
Ескіз кінця шпинделя Назва  
1 
 








Шпоночне з’єднання з одною 










З’єднання гофровими кільцями 
7 
 
Зубчата муфта з кріпленням 







а) б) в) 
Рисунок 4.4 –  Варіанти виконання корпусів КШВ:  
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а) коробчастий варіант;  б) гільзовий варіант;   в) пінольний варіант 








Рисунок 4.5 – Типові варіанти компоновок КШВ: 
а) швидкісний;   б) силовий;   в) тихохідний 
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При спеціалізованому виробництві можливо забезпечити достатньо широку 
номенклатуру КШВ та забезпечити їх високу якість, надійність і довговічність. 
Якість КШВ оцінюють по різних вихідних показниках (характеристиках), таких 
як точність,  статична і динамічна жорсткість, вібростійкість, температурні 
властивості, рівень шуму і інші. Більшість з цих показників можна забезпечити 
ще на стадії проектування конструкцій КШВ в САПР шляхом розрахунків і 
моделювання за спеціальними чи універсальними програмами. При вбудовуванні 
КШВ у верстат практично усі властивості, показники і характеристики цих вузлів 
переносяться практично повністю і часто визначають аналогічні характеристики 
всієї конструкції. 
Вище показано, що КШВ є невід'ємною частиною привода головного руху 
верстата. Тому, створення САПР КШВ слід розглядати в більш широкому 
концепті проектування всього приводу. Це дозволить більш точно визначитись з 
необхідними для проектування ШВ даними (потужність на шпинделі, діапазон 
швидкостей, максимальний крутний момент і інші).  
Типова структура САПР ШВ зображена на рисунку 4.4. Тут запропонована 
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Рисунок 4.6 – Типова структура САПР ШВ 
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Кінематичні розрахунки необхідні для обчислення діапазонів частот 
обертання  шпинделя і визначення швидкісних параметрів ШВ. В 
автоматизованому режимі на основі даних про граничні режими обробки на 
верстаті (діаметри обробки, швидкості різання і їх відносну втрату) програма 
дозволяє розробити кінематичну структура приводу. Проектні розрахунки 
приводу складають програми автоматизованого розрахунку силових параметрів 
коробки швидкостей і ШВ верстата. Вони дозволяють обчислювати втрати 
потужності на валах приводу, розрахувати  найбільші крутні моменти та 
найменші діаметри валів, визначити модулі та ширину коліс зубчастих передач по 
допустимих контактних напруженнях і на згин. Проведення проектних 
розрахунків забезпечує усі необхідні дані для проектування ШВ. Проектування 
3D-моделей конструкції ШВ можна виконувати в різних CAD пакетах (AutoCAD, 
KOMPAS, SolidWork), в яких існує редактор 3D-моделей деталей і складань, а 
також підтримка стандартних обмінних графічних форматів. Перевагу слід 
віддавати пакетам, які підтримують параметризацію 3D-моделей. Після 
проектування 3D-моделей ШВ доцільно виконати перевірочні розрахунки 
точності, жорсткості, стійкості конструкції, в тому числі і динамічні за спеціально 
розробленими програмами, або в CAE пакетах. 
Передумови створення спеціалізованої САПР КШВ закладені в обмеженій 
номенклатурі і широкій уніфікації цих вузлів. Це дозволяє створити 
спеціалізовану САПР більш високого рівня із застосуванням всеохоплюючої 
параметризації об’єктів проектування – від окремих елементів і деталей до 
збірних параметричних 3D-моделей КШВ. Для цього необхідно визначити 
номенклатуру КШВ, розробити типові компоновки вузлів, побудувати розмірні 
ряди базових параметрів і виконати повну параметризацію 3D-моделей КШВ. 
Параметризація 3D-моделей КШВ забезпечує швидке одержання бажаної 
конструкції вузла, можливість проведення усіх необхідних розрахунків вузлів при 
різних значеннях параметрів, а також більш ефективне моделювання і 
оптимізацію конструкцій.  
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Параметризація полягає у проектуванні об’єкта з використанням змінних 
параметрів моделі, зокрема у виділенні найбільш значущих параметрів об’єкта, 
які суттєво впливають на його властивості, встановленні співвідношень між цими 
параметрами та цілеспрямованій зміні їх значень при моделюванні.  
Механізм параметризації при роботі з геометричними моделями дозволяє:  
- на основі одного разу спроектованої моделі отримувати набір однотипних 
моделей виробів, змінюючи конкретні числові значення вибраних змінних;  
- легко варіювати змінними і оперативно вносити необхідні правки в моделі. 
Параметризація відкриває можливість оптимізації конструкції. Тобто, 
параметричне моделювання може розглядатись як елемент системного аналізу 
об’єкта (конструкції) з його оптимізацією.  
Суть параметризації полягає в тому, що виділеним параметрам призначають 
у відповідність певні змінні. За допомогою спеціального редактора формул ці 
змінні можна уводити в різні математичні залежності між ними. При зміні 
значення параметру(ів) автоматично змінюються усі інші пов’язані параметри. 
Таким способом отримують параметричну модель досліджуваного об’єкта. Після 
проведення параметризації для створення чергової модифікації об’єкта достатньо 
тільки змінити значення однієї чи групи змінних. Таким чином можна 
моделювати як геометричні розміри об’єкта, так і його якісні характеристики 
(наприклад, жорсткість, масово-інерційні характеристики і інші). 
Існують різні типи параметризації: ієрархічна, варіаційна, геометрична, 
таблична. В CAD-системі KOMPAS-3D реалізовані практично усі вказані типи 
параметризації, тому вона вибрана для створення параметричних моделей КШВ. 
Конструкції ШВ достатньо складні і можуть налічувати від декількох 
одиниць до декількох десятків (а іноді і сотень) елементів − деталей і підвузлів. 
ШВ обов’язково містить шпиндель (шпиндельний вал), розташований на двох 
(або більше) опорах, елемент приводу (муфта, зубчасте колесо, шків або інші), 
елемент закріплення інструменту або заготовки (патрон, центр і інші).  
У верстатобудуванні стандартизовані тільки окремі елементи конструкцій 
ШВ, зокрема стандартні підшипники кочення, передні кінці шпинделів, діаметри 
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шийок під підшипники, деякі елементи передач (шпонки, шліци, муфти). Тому, в 
загальному плані параметризація ШВ представляється досить складною задачею. 
Цю задачу можна вирішити тільки при переході до агрегатування ШВ, що значно 
звужує їх номенклатуру. В даній роботі здійснена параметризація КШВ на опорах 
кочення конструкції ЭНИМС, для впровадження яких розроблені основні типи і 
розмірні ряди, що охоплюють більшу частину існуючого верстатного парку.  
Якщо для базових параметрів задати нормалізовані ряди розмірів, то за 
допомогою однієї параметричної 3D-моделі можна створити необмежений ряд 
типових конструкцій КШВ, який охоплює увесь типорозмірний ряд для цілої гами 
верстатів даного типу.  
Основні принципи параметризації конструкцій ШВ в системі KOMPAS-3D 
розглянемо на прикладі одного з типів КШВ [53,90,137]. 
На рисунку 4.7 показана схема формування параметричної 3D-моделі КШВ.  
Спочатку для даного типу вузла розробляється компоновочна схема, з 
аналізу якої визначаються усі керуючі параметри КШВ. Це − головні розміри, які 
керують усіма іншими розмірами 3D-моделі КШВ. В даному випадку базовими 
параметрами визначені наступні: a  – виліт консолі шпинделя, l  – відстань між 
радіальними опорами (серединами опор), d  – діаметр шпинделя в передній 
опорі, b  – довжина хвостовика шпинделя. Цим розмірам призначаються змінні, 
які розглядаються як керівні варіативні параметри 3D-моделі КШВ. 
Наступним кроком є побудова параметричних 3D-моделей комплектуючих 
деталей (шпинделя, корпуса і інших), які заносяться в базу даних моделі КШВ.  
Параметризації окремих деталей полягає в тому, що при створенні плоских 
ескізів тривимірних деталей на графічні примітиви накладаються параметричні 
обмеження, а розмірним характеристикам по замовчуванню призначаються 
відповідні змінні, які уводять у різні математичні залежності між керуючими і 
керованими параметрами (розмірами).  
Методика створення складальної параметричної моделі мало чим  
вирізняється від створення звичайної складальної 3D-моделі (непараметричної). 
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Рисунок 4.7 – Схема формування параметричної моделі КШВ 
 
Для здійснення параметризації КШВ необхідно спочатку розробити 
параметричні моделі окремих елементів (підшипників, шпинделя, корпуса і інших 
деталей), а потім створити складальну параметричну 3D-модель КШВ. Детально 
параметризація КШВ та його елементів описана в Додатку А. 
На рисунку 4.8 зображена повна і спрощена параметрична 3D-модель КШВ, 
а також приклад КШВ з оправкою в рознесеному вигляді.  
Приклади інших параметричних моделей КШВ зображені на рисунку 4.9. 
При зміні будь-якого з компоновочних параметрів 3D-модель КШВ 
автоматично перебудовується.  
Для прикладу, на рисунку 4.10 показані варіанти можливих компоновок 
КШВ. При зміні будь-якого з вказаних компоновочних параметрів можна 
отримати ряди варіантів конструкцій КШВ.  
На рисунку 4.11 показані аналогічні варіанти можливих компоновок 







Рисунок 4.8 –  Конструкція параметричних КШВ (силовий варіант): 
а) повна параметрична 3D-модель; в) спрощена параметрична 3D-модель 




а) б) в) 
Рисунок 4.9 –  Варіанти конструкцій КШВ 












Рисунок 4.10 − Варіанти компоновок спрощеної параметричної моделі 
КШВ при зміні компоновочних параметрів (розміри в мм): 
 а) a - 100, 150, 200;   б) b - 100, 200, 300;   в) d- 100, 150, 200;    г) l - 200, 400, 600 
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а) б) в) 
   
г) д) е) 
Рисунок 4.11 − Варіанти компоновок КШВ в ізометрії (розміри в мм): 
а) l = 200;  б) l = 600;  в) l = 1000;  г) d= 100;  д) d= 150;  е) d = 200 
 
 
4.2  Динамічні розрахунки і моделювання шпиндельних вузлів з 
використанням параметричних 3D-моделей  
 
На стадії проектування ШВ динамічні характеристики можна визначити 
тільки розрахунковим шляхом. Сучасні САПР дозволяють не тільки здійснювати 
динамічні розрахунки ШВ, але й виконувати оптимізацію конструкцій по 
динамічних і інших параметрах. На рисунку 4.12 показана типова структура 
САПР ШВ, в якій окремо виділені динамічні розрахунки.  
Динамічні розрахунки в САПР виконуються на різних стадіях проектування.  
На першій стадії прийняття концепції ШВ здійснюються проектні динамічні 
розрахунки. Їх виконують на основі попередніх (грубих) розрахункових схем, 
тому що розробленої детальної конструкції вузла іще не існує. Основна мета − 
визначитись з концепцією ШВ та його попередніми проектними показниками. 
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На другій стадії, коли відома детальна конструкція ШВ, виконують 
перевірочні розрахунки вихідних показників для порівняння їх з техзавданням. 
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Рисунок 4.12 – Структура САПР ШВ (з виділенням динамічних розрахунків)  
 
На третій стадії виконують моделювання конструкції ШВ шляхом 
варіювання його параметрами з метою доведення і оптимізації конструкції. 
Використання параметричних моделей забезпечує швидку перебудову 
конструкції відповідно до зміни її варіативних параметрів, що дозволяє легко 
автоматизувати процес оптимізації і значно прискорити її проведення.  
В даній роботі виконані дослідження по обґрунтуванню розробки 
параметричних 3D-моделей ШВ в САПР та застосуванню їх для розрахунків 
статичних і динамічних характеристик з метою оптимізації конструкцій вузлів. 
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Здійснений аналіз показав, що в САПР найбільш раціонально виконувати 
динамічні розрахунки ШВ на основі параметричних 3D-моделей, які дозволяють 
оптимізувати конструкцію вузла. При цьому можна застосовувати різні види 
скінчено-елементних методів (МСЄ, МПП і інші). Використання параметричних 
об’ємних 3D-моделей ШВ забезпечує необхідну гнучкість при оптимізації 
конструкцій, а також високу точність розрахунків і наближеність результатів до 
показників реальних конструкцій. 
Методика параметричного моделювання конструкції ШВ здійснюється у 
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Рисунок 4.13 – Блок-схема параметричного моделювання конструкції  
 
На основі даної методики будемо проводити параметричне моделювання 
динаміки ШВ з використанням розроблених моделей КШВ. Для цього спочатку 
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проведемо динамічний розрахунок вибраної базової конструкції КШВ (в програмі 
CosmosWorks), а потім і саме моделювання. 
Динамічний розрахунок ШВ виконаємо на прикладі розробленої 
параметричної моделі силового варіанту КШВ (див. рис.4.8-а). З метою 
скорочення обчислень при відпрацюванні методики обмежимось спрощеною 
параметричною 3D-моделлю КШВ, яка містить тільки основні його елементи: 
шпиндель, корпус та підшипники кочення в опорах шпинделя (див. рис.4.8-б). 
При обробці на верстатах використовуються інструментальні оправки (або 
заготовки), тому до конструкції вузла додана оправка з власними керуючими 
параметрами довжиною (вильотом) і діаметром. 





Рисунок 4.14 – Спрощена параметрична 3D-модель КШВ з оправкою 
а) загальний вид; б) перетин моделі з керуючими параметрами (розмірами)  
 
При моделюванні в якості опорних були прийняті наступні величини 
керуючих компоновочних параметрів КШВ: діаметр шпинделя в передній опорі 
d =100мм; виліт консолі шпинделя a = 150мм; відстань між опорами l =300мм; 
довжина хвостовика шпинделя b =200мм; довжина інструментальної оправки 
ol = 200мм; діаметр інструментальної оправки od =70мм. 




Рисунок 4.15 – Розрахункова модель КШВ (а) з мережею кінцевих елементів (б) 
 
Пінольний варіант виконання корпусу КШВ передбачає розподілену 
фіксацію конструкції уздовж всього корпусу. Навантаження здійснювались 
радіальною силою 1000Н, прикладеною на кінці оправки.  
На рисунку 4.15-б зображена побудована мережа кінцевих елементів моделі. 







Рисунок 4.16 – Результати розрахунку КШВ: 
а) статичні напруження;  б) деформації;   в) резонансні частоти системи 
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При розрахунку КШВ були обчислені статичні напруження (рисунок 4.16-а) 
і деформації (рисунок 4.16-б). Максимальні напруження біля фланцю шпинделя 
складають 235 Н/м2. Жорсткість шпинделя на консолі оправки досягає 81 Н/мкм.  
В діапазоні від 0 до 5000Гц розраховані резонансні частоти системи 









Рисунок 4.17 – Форми коливань КШВ на резонансних частотах (Гц): 
  а) 698;   б) 1222;   в) 2273;   г) 2577;   д) 2802; е) 2955;   ж) 3716;   з) 4188; 
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Метою моделювання є дослідження впливу зміни керуючих параметрів на 
динамічні характеристики КШВ. Для прикладу наведемо моделювання динаміки 
КШВ при варіюванні відстані між опорами (рисунок 4.18). При цьому необхідно 








Рисунок 4.18 − 3D-моделі КШВ з різними відстанями між 
опорами l (мм):      а) 200;  б) 300;  в) 400  
 
На рисунку 4.19 показані результати статичного розрахунку напружень і 








Рисунок 4.19 − Статичні напруження (а,в,д) і деформації (б,г,е) КШВ 
 
З проведених досліджень встановлено, що зі збільшенням l  максимальні 
напруження практично не змінюються (до 3%), а статичні деформації зростають 
майже на 8,5%. Це можна пояснити збільшенням деформацій на консолі оправки 
за рахунок прогину валу шпинделя між опорами.  
При динамічних розрахунках були обчислені основні резонансні частоти 
КШВ, які приведені на рисунку 4.20. 
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а) б) в) 
Рисунок 4.20 − Резонансні частоти КШВ при різних варіантах l (мм): 
а) 200;       б) 300;       в) 400 
 
Аналізу показав, що зі збільшенням відстані між опорами резонансні 
частоти переважно знижуються. Це пояснюється зменшенням жорсткості вала 
шпинделя на згин між опорами при одночасному збільшенні загальної його маси. 
За результатами моделювання отримали графіки залежностей резонансних 
частот від відстані l (мм) між опорами, які приведені на рисунку 4.21. 
 
 
Рисунок 4.21 − Залежність резонансних частот КШВ від параметру l (мм)  
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Для кожної з резонансних частот побудовані форми коливань КШВ. Для 
варіанта l =200мм вони показані на рисунку 4.17, а для l =400мм та l =600мм − 










Рисунок 4.22 − Форми коливань КШВ на резонансних частотах (Гц):  










Рисунок 4.23 − Форми коливань КШВ на резонансних частотах (Гц): а) 660; 
б) 941; в) 1264; г) 2220; д) 2355; е) 2376; ж) 2501; з) 2733; и) 3545;   к) 3904 
В результаті можна зробити висновок, що КШВ з більш короткими 
шпинделями (меншими значеннями l ) мають кращі вихідні динамічні показники: 
більш високу жорсткість і вищі власні частоти системи. Це підтверджує сучасну 
тенденцією у верстатобудуванні по застосуванню більш коротких і жорстких 
шпинделів для нових верстатів. 
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4.3  Параметрична оптимізація конструкцій шпиндельних вузлів 
 
Під час проектування технічних об’єктів в САПР, зокрема верстатів і їх 
вузлів, необхідно вибрати найкращий варіант серед можливих варіантів 
конструкцій [84]. Пошук такого варіанту забезпечується переборними 
процедурами структурного та параметричного синтезу. При цьому виконується 
варіювання різних конструктивних параметрів об’єкту з оцінкою кожного 
варіанту за одним чи декількома вихідними показниками. Таким чином 
забезпечується параметрична оптимізація конструкції. 
Оптимізація (optimization) – це знаходження найкращого варіанту вирішення 
задачі (із множини можливих) при завданих вимогах, умовах і обмеженнях.  
В математиці задачі оптимізації формулюються як пошук екстремуму 
заданої цільової функції. Цільова функція тут є апріорі відомою і задається 
аналітичною залежністю від одного чи декількох незалежних аргументів.  
Якщо на множині X  з n - мірного евклідового простору nR  визначена 
функція )(XF , яка має екстремальні точки, то задача оптимізації полягає в 
пошуку екстремумів даної цільової функції 
)(XFExtr
nRX
     (4.1) 
В подальшому будемо розглядати тільки задачу мінімізації функції  
)(min XF
nRX
 ,    (4.2) 
тому що при необхідності знаходження максимуму функції можна змінити 





   (4.3) 
в сенсі того, що розв’язки обох задач 
*X  фактично збігаються. 
Розв’язок задачі оптимізації полягає в знаходженні глобального мінімуму 
*X , де цільова функція має найменше значення на всій допустимій області 
nRXXFXF  ),()( *     (4.4) 
Цей пошук може виконуватися різними аналітичними методами [84,111]. 
 164 
В залежності від складності задачі оптимізації, зокрема кількості змінних 
(варіативних) параметрів та критеріїв якості, оптимізацію конструкцій ШВ можна 
умовно розділити на такі види. 
1. Однопараметрична оптимізація − це найпростіший вид оптимізації, при 
якій змінюється лише один варіативний параметр. При цьому оцінювання 
проводиться за єдиним критерієм. По результатах експериментів будується графік 
залежності значень критерію від значень параметру. При наявності екстремумів на 
графіку можна визначити оптимальне значення варіативного параметру.  
2. Багатопараметрична оптимізація – це оптимізація технічного об’єкту, в 
якому враховано багато варіативних параметрів n (n≥2). Оцінювання тут також 
проводиться за єдиним критерієм. Однак, зі збільшенням n кількість 
експериментів різко зростає. Тому для зменшення загального обсягу 
експериментів доцільно застосовувати методи планування експериментів, зокрема 
використовувати дрібно-факторні репліки планів.  
3. Багатокритеріальна оптимізація - це оптимізація технічного об’єкту, яка 
проводиться не по єдиному, а по ряду критеріїв якості. Наприклад для ШВ це 
можуть бути статичні, динамічні, теплові і інші критерії. 
Однопараметрична оптимізація ШВ виконується достатньо просто, досить 
широко розповсюджена і не уявляє складної задачі, тому в роботі детально не 
розглядається. Приклад використання однопараметричної оптимізаціі КШВ 
верстата ИР500ПМФ4 в системі CosmosWorks приведений в додатку З. 
 
4.4  Багатопараметрична динамічна оптимізація конструкції 
шпиндельних вузлів 
 
Важливим практичним завданням під час проектування ШВ є знаходження 
раціональних з точки зору динаміки конструктивних (компоновочних) параметрів 
вузла − діаметра шпинделя в передній опорі, довжини консолі шпинделя, відстані 
між опорами, довжини хвостовика шпинделя. Тобто, це є задача 
багатопараметричної оптимізації конструкції ШВ [71,112,138]. 
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Задача є достатньо складною, тому що не існує прямих математичних 
залежностей між значеннями параметрів і динамічними показниками ШВ. 
Вирішимо цю задачу із застосуванням сучасної математичної теорії оптимального 
планування експерименту [83].  
На стадії проектування звично не існує реальної конструкції ШВ (в металі), 
тому замість проведення реальних експериментальних досліджень будемо 
використовувати розрахункові експерименти, що виконані при параметричному 
моделюванні ШВ. Зазвичай при багатофакторному експерименті потрібно знайти 
значення чинників такі, при яких відгук системи набуває значень 
minY  або maxY . 
Тобто, необхідно виконати планування екстремального експерименту з метою 
параметричної оптимізації об’єкту. Для цього треба за результатами 
експерименту побудувати цільову функцію відгуку 
),...,,( 21 nXXXYY  , 2n ,     (4.5) 
де nXX ,...,1  - параметри, що пов’язані з конструктивними параметрами 
об’єкта. 
Задача оптимізації зводиться до знаходження вектору оптимальних значень 
параметрів оптX , що забезпечують екстремум функції мети  
),...,,( **2
*
1 nопт XXXYY  ,      (4.6) 
На значення окремих факторів можуть накладатись додаткові обмеження, 
наприклад, пов’язані з обмеженням діапазонів варіювання параметрами.  
Таким чином, завданням оптимізації є знаходження екстремуму функції 
відгуку за тієї умови, що сама функція апріорі невідома. Для знаходження 
цільової функцію відгуку виду (4.1) проводиться повний (або частковий) 
факторний експеримент за результатами якого будується нелінійна модель 
функції відгуку. Вона являє собою гіперповерхню у багатомірному просторі 
параметрів конструкції, яка може мати екстремальні зони.   
Потім для цієї функції знаходиться екстремум, для чого використовують 
відомі методи оптимізації. В результаті визначаються значення усіх раціональних 
параметрів ШВ, як елементів вектору оптX  . 
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З метою параметричної оптимізації властивостей багатокомпонентної 
системи ШВ застосуємо математичну теорію оптимального планування 
експерименту. Для цього проведемо серію розрахункових експериментів при зміні 
цих параметрів з визначенням динамічних характеристик (показників). 
Виконані попередні розрахунки показують, що найбільш впливовими 
параметрами на характеристики ШВ є l  і d . До того ж, як з’ясовано вище, при 
зміні цих параметрів статична і динамічна піддатливість мають оптимальні 
значення (приблизно при l = 300мм і d = 100мм).  
Для опису поверхні відгуку і встановлення залежностей, які пов’язують 
вихідні динамічні показники (характеристики) з базовими параметрами ШВ 
скористаємося плануванням другого порядку. Знаючи приблизне розташування 
оптимуму, вирішимо задачу опису цієї частини поверхні відгуку адекватної 
матмоделі за допомогою нелінійних рівнянь. При 2k загальний вигляд 





















,   (4.7) 
де iiij BBB ,,0  – коефіцієнти поліному;     k  – кількість факторів; 
  i  – номер фактору; j – номер експерименту (або точка матриці 
планування). 
Кількість коефіцієнтів B для поліному (4.7) розраховується як 
).2()1(5,0  kkl        (4.8) 




11121122211021 ),( XBXBXXBXBXBBXXY   (4.9) 
Для розрахунку невідомих коефіцієнтів B  цієї моделі і визначення такої 
поверхні відгуку фактори повинні варіюватися не на двох, а мінімум на трьох 
рівнях. Експеримент в цьому випадку вимагає не менше шести дослідів для двох 
чинників (по числу коефіцієнтів в рівнянні 4.7).  
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Щоб не розраховувати всі експерименти, в якому кожний фактор 
визначається не менше чим на трьох рівнях, скористаємось ортогональним 
центральним рототабельним композиційним плануванням. На рисунку 4.24 
показана схема планування другого порядку для випадку 2k . Величина  , 
яка називається “зоряним плечем”, вибирається з таблиці 4.3 для різних k . 
Кількість дослідів при центральному ортогональному композиційному 
плануванні визначається по формулі 
02 NkNN я  ,      (4.10) 
де яN – число дослідів ядра плану (повного факторного експерименту (ПФЕ)) 
(точки 1,2,3,4);  
       k2  – число дослідів в так званих “зоряних” точках (точки 5,6,7,8); 
       0N  – кількість паралельних експериментів на нульовому рівні (точка 9). 
 
Рисунок 4.24 –Центральне композиційне планування другого порядку ( 2k ) 
 
Таблиця 4.3 – Величина зоряного плеча в залежності від значення k  
k  2 3 4 5 
  1,000 1,215 1,414 1,547 
 
В загальному випадку складання матриці рототабельного уніформ-
планування другого порядку при 2k можна представити в таблиці 4.4. 
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Таблиця 4.4 – Матриця планування другого порядку (при 2k ) 




2X  Y  
1 + + + + + + 1Y  
2 + - + - + + 2Y  
3 + + - - + + 3Y  
4 + - - + + + 4Y  
5 +   0 0 
2  0 5Y  
6 +   0 0 
2  0 6Y  
7 + 0   0 0 
2  7Y  
8 + 0   0 0 
2  8Y  
9 + 0 0 0 0 0 9Y  
10 + 0 0 0 0 0 10Y  
11 + 0 0 0 0 0 11Y  
12 + 0 0 0 0 0 12Y  
13 + 0 0 0 0 0 13Y  
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Таблиця 4.5 – Значення коефіцієнтів ma при 2k  ( 13N ) 
1a  2a  3a  4a  5a  6a  7a  
0.2 0.1 0.125 0.25 0.1251 0.0187 0.1438 
 
Для досліджуваного ШВ (рисунок 4.9) варіювання проводимо двома 
зовнішніми параметрами – діаметром d  шпинделя в передній опорі та відстанню 
l  між опорами шпинделя.  
На початку планування визначаємо діапазони варіювання кожного з 
параметрів. Враховуючи максимально можливі діапазони варіювання d та l , 
приймаємо mind =80 мм, maxd =120 мм, minl =160 мм та maxl =400 мм 
Знаходимо середнє значення кожного з параметрів для визначення 






















lсер мм.    (4.16) 
Тобто, точка 9 – (100,280), кодоване значення – (0, 0). 
З урахуванням того, що довжина зоряного плеча  для планування другого 
порядку дорівнює 1.41, зоряні точки матимуть наступні координати: 
- точка 5 – (120,280), кодоване значення – ( ,0) ; 
- точка 6 – (80,280), кодоване значення – (  ,0) ; 
- точка 7 – (100, 400), кодоване значення – (0,  ); 
- точка 8 – (100,160), кодоване значення – (0,  ). 
Визначимо координати точок ядра центрального плану:  
Для діаметра d :  
- якщо d =100, то 1X =0; 
- якщо d =120, то 1X = α=1,41. 
























dX       (4.18) 
Для довжини l :  
- якщо l =280 то 
2X =0  
- якщо l =400 то 
2X = α=1,41. 























lX .      (4.20) 
Тоді: 
- точка 1 (114,365), кодоване значення – (1,1) ; 
- точка 2 (86,365), кодоване значення – (-1,1) ; 
- точка 3 (86,155), кодоване значення – (1,-1) ; 
- точка 4 (114,155), кодоване значення – (-1,-1). 
Щоб побудувати уніформ-планування другого порядку для досліджуваного 
ШВ необхідна інформація складає  
k =2 , яN =4 , 2 k =4 , 0N =5 ,  =1,414 , N =13 
Тоді, матриця рототабельного уніформ-планування другого порядку для 
випадку k = 2 прийме вигляд, показаний в таблиці 4.6. 

































      (4.21) 
);414.1414.1(125.0 6543211 YYYYYYB          (4.22) 
);414.1414.1(125.0 8743212 YYYYYYB         (4.23) 


































j YYYYYYYYB      (4.26) 
Таблиця 4.6 – Матриця рототабельного уніформ-планування другого порядку  
Номер 
експерименту 




2X  Y  
Види 
експериментів 




2 +1 –1 +1 –1 +1 +1 2Y  
3 +1 +1 –1 –1 +1 +1 3Y  
4 +1 –1 –1 +1 +1 +1 4Y  
5 +1 +1.414 0 0 +2 0 5Y  
Експерименти в 
зоряних точках 
6 +1 –1.414 0 0 +2 0 6Y  
7 +1 0 +1.414 0 0 +2 7Y  
8 +1 0 –1.414 0 0 +2 8Y  
9 +1 0 0 0 0 0 9Y  
Експерименти в 
нульовій точці 
10 +1 0 0 0 0 0 10Y  
11 +1 0 0 0 0 0 11Y  
12 +1 0 0 0 0 0 12Y  
13 +1 0 0 0 0 0 13Y  
 
Після складення матриці планування необхідно визначити усі 
експериментальні значення Y . За допомогою програми S-Dynamo  розраховуємо 
АФЧХ ШВ в усіх експериментальних точках згідно таблиці 4.3. Приклад АФЧХ 
для точки 1 показаний на рисунку 4.25. З кожної АФЧХ визначимо основні 
показники, зокрема статичний коефіцієнт ПСK , резонансні частоти p  та 
максимальні (резонансні) амплітуди pA . Частина характеристик в заданому 
частотному діапазоні 0 – 1000Гц має тільки один резонанс, тому ці параметри 
присутні тут по одинці. Таким чином, будемо мати три набори 
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експериментальних координат Y  з 13 елементів кожний для трьох поверхонь 
відгуку (відповідно для показників ПСK , pA  та p )  (таблиця 4.7). 
 
Рисунок 4.25 – Приклад АФЧХ ШВ при d =110мм і l =365мм (в точці 1) 
 
Таблиця 4.7 – Значення показників ПСK , pA  та p  в точках плану   
№ 
точки 
ПСK  1p  1pA  d l 
1 0,0168 494,0 0,1991 110 365 
2 0,0262 453,7 0,5922 90 365 
3 0,0198 458,0 0,2533 110 195 
4 0,0270 438,7 0,4835 90 195 
5 0,0170 480,3 0,2002 114 280 
6 0,0298 431,5 0,7189 85 280 
7 0,0209 482,0 0,3449 100 365 
8 0,0243 441,1 0,3528 100 195 
9 0,0189 481,3 0,2488 100 280 
10 0,0189 481,3 0,2488 100 280 
11 0,0189 481,3 0,2488 100 280 
12 0,0189 481,3 0,2488 100 280 
13 0,0189 481,3 0,2488 100 280 
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Розрахуємо базові функції і побудуємо поверхні відгуку параметричної 
моделі ШВ 
За допомогою пакету Mathcad для кожного показника розрахуємо значення 
невідомих коефіцієнтів B в функціях відгуку за формулами (4.21) - (4.26). 
Приклад розрахунку приведений на рисунку 4.26. 
Визначимо функції поверхонь відгуку у вигляді параметричних 
поліноміальних рівнянь виду (4.7).  
 
 
Рисунок 4.26 – Протокол розрахунку функцій (поверхонь) відгуку для 
динамічних показників АФЧХ параметричної моделі ШВ 
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Відповідно до  отриманих результатів розрахунку  коефіцієнтів B можна 
записати поліноміальні рівняння для функцій відгуку кожного з трьох динамічних 
показників. 




121211 00171,0000211,000055,000107,000433,00189,0 XXXXXXY        
(4.27) 




121212 28012,910738,1225,558363,13051,163,481 XXXXXXY       
(4.28) 




121213 04446,009985,004072,000542,016933,02488,0 XXXXXXY       
(4.29) 
Графіки функцій відгуку другого порядку побудовані в пакеті Mathcad і 
показані на рисунку 4.27 , як в тривимірному (3D)  просторі (у вигляді 
криволінійних поверхонь), так і в двовимірному (2D) просторі (у вигляді 
топологічних поверхонь, зображених лініями рівних рівнів. 
При однакових знаках коефіцієнтів 11B  та 22B  вони мають форму 
еліптичних параболоїдів. 
Усі побудовані графіки поверхонь відгуку мають явно виражені 
екстремуми. Це підтверджує унімодальність і високу контрастність усіх трьох 
функцій відгуку, що значно полегшує їх аналіз. 
По даних графіках можна знайти оптимальні параметри ШВ. Вони 
практично визначаються координатами центрів внутрішніх еліпсів на графіках 
зображень ліній рівних рівнів.  
Проте, графічним шляхом оптимальні параметри можна визначити тільки 
приблизно. Для більшої точності їх необхідно розраховувати аналітично, з 
використанням відомих математичних методів оптимізації.  
Знайдемо оптимальні значення параметрів d і l  по відповідних значеннях 










Рисунок 4.27 – Поверхні відгуку (зображених в 2D і 3D) для показників: 
а) статична піддатливість - 
ПСK ;     б) перша резонансна частота - 1p ;  
в) амплітуда першого резонансу - 1pA   
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Визначення оптимальних параметрів ШВ d  і l  пов’язане із знаходженням 
екстремального значення нелінійної багатопараметричної цільової функції 
відгуку (4.1), яка задана в n -мірному евклідовому просторі nR  і являє собою 





     (4.30) 





     (4.31) 
Існує багато методів знаходження екстремуму цієї функції. Серед них 
можна застосовувати прямі методи (координатного спуску, Розенброка, 
симплексний метод Нелдера-Мида, Розенброка і інші), градієнтні методи 
(найшвидшого спуску, важкої кульки, Ньютона-Рафсона і інші), метод 
випадкового пошуку (Монте-Карло) [52,83,111]. Однак, теорія нелінійного 
програмування не дає відповіді на питання про те, які методи кращі, а які гірші. 
Тому вибір методу цілком покладається на компетенцію користувача.  
Для задач, в яких функція є нелінійною (особливо з розривами чи суттєвими 
нелінійностями), доцільно використовувати прямі (не градієнтні) методи. Тому, 
застосуємо для оптимізації метод координатного спуску. 
Метод координатного спуску полягає в тому, що мінімум функції 4.1 
визначається почерговою зміною координат. Спочатку обчислення виконують по 
координаті 1X , як при одновимірній оптимізації. При цьому інші координати 
залишаються фіксованими. Тобто 






    (4.33) 
Після знаходження точки мінімуму по координаті 1X  здійснюється перехід 
до пошуку мінімуму по координаті 2X  і так далі по всіх n  координатах.  
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Після цього крок зменшується і процедура повторюється знов. Пошук 
завершується тоді, коли зміна значення функції по усіх координатах стає меншою 
заданого значення малої величини eps . Мінімальному значенню функції 
відповідає вектор оптимальних параметрів  
),...,,( 21 noptoptoptopt XXXX  .   (4.34) 
На базі методу координатного спуску розроблена спеціальна програма для 
параметричної оптимізації ШВ SPINDLE OPTIMIZATION, за допомогою якої 
проводився пошук екстремуму функції відгуку методом координатного спуску. 
Для знаходження оптимуму тут виконано 128 ітерацій. В результаті знайдені 
оптимальні значення параметрів: діаметра шпинделя в передній опорі  optd =115 
мм та відстані між опорами optl =321 мм. Результати параметричної оптимізації 
ШВ по різних критеріях (показниках) наведені в таблиці 4.8. 
 
Таблиця 4.8  Результати параметричної оптимізації 
№ 
з/п 
Критерій (показник) optd , мм optl , мм 
1 
ПСK  115 321 
2 1p  112 363 
3 1pA  113 311 
 
Як видно з таблиці оптимальні значення параметрів суттєво відрізняються, 
тому доцільно виконати багатокритеріальнц оптимізацію ШВ.  
 
4.5  Багатокритеріальна оптимізація конструкцій шпиндельних вузлів  
 
З попередніх досліджень багатопараметричної оптимізації видно, що 
оптимальні значення параметрів ШВ при різних критеріях (показниках) суттєво 
різняться (див. таблицю 4.7). До того ж, до цих трьох показників можуть бути 
 178 
додані й інші, наприклад, точність або теплові деформації ШВ. В цьому разі для 
отримання оптимальних параметрів по всіх показниках необхідно розглядати 
задачу багатокритеріальної оптимізації [33,112]. 
Досить часто в реальних ситуаціях якість роботи досліджуваного об’єкту 
(системи) оцінюється не по одному, а по ряду значущих критеріїв (показників 
якості). Це призводить до постановки задачі багатокритеріальної оптимізації. 
Кожний із m  скалярних критеріїв оптимальності )(XYi  (цільових функцій) 
є частковим критерієм оптимальності. Сукупність часткових критеріїв 
оптимальності складають векторний критерій оптимальності. Тобто, у 
критерійному просторі 
m  векторна m -вимірна цільова функція може бути 
записана у вигляді  
))(),...(),(()( 21 XYXYXYXY m     (4.35) 
Ставиться задача одночасної мінімізації (або максимізації) кожного з 
часткових критеріїв оптимальності, причому в одній і тій же  області допустимих 
значень параметрів. 
Таким чином, задача багатокритеріальної оптимізації формулюється як  
)(min XY
nRX
.     (4.36) 
При цьому множина допустимих значень параметрів X  повинна 
забезпечувати умови прийняття рішень з обмеженнями типу 
RL XXX   , 
ei miXg ,...,2,1;0)(     (4.37) 
,,...,2,1;0)( mmiXg ei   
Якщо в задачах з одним критерієм можливо отримати єдине оптимальне 
рішення, то в багатокритеріальних така можливість відсутня. Тут задача 
зводиться до отримання сукупності варіантів компромісних рішень для усього 
вектору в цілому, з яких практично можна вибрати найбільш цікаве (оптимальне) 
рішення. 
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З математичної точки зору не існує ідеального способу вирішення таких 
задач. Однак, вони часто виникають на практиці, тому розглянемо можливі 
способи оптимізації в подібних випадках.  
На сьогодні при вирішенні задач багатокритеріальної оптимізації переважно 
застосовують наступні методи: метод інтегрального критерію, метод випадкового 
пошуку, ЛП-пошук, метод Парето і інші. 
Покажемо методику застосування окремих методів для багатокритеріальної 
оптимізації ШВ.  
У випадках, коли критерії близькі або взаємно пов’язані між собою, 
доцільно застосовувати метод інтегрального критерію. 
За цим методом можна штучно об’єднати окремі критерії в єдиний 
узагальнений (інтегральний) критерій, тобто описати об’єкт однокритерійною 
залежністю. Таким чином, задача багатокритеріальної оптимізації зводиться до 
вирішення однокритеріальної.  
Проте, таке об'єднання здійснити досить складно, а іноді просто неможливо. 
Тому узагальнений критерій, як правило, є результатом чисто формального 
об'єднання. 
Таким чином, сутність даного методу полягає в тому, що окремі критерії 
miXYi ,1),(   якимось чином об’єднуються в один інтегральний критерій 
))(),...,(),(()(
~




Знайдене оптимальне рішення буде коректне, якщо об'єднання окремих 
критеріїв проводиться, виходячи з об'єктного взаємозв’язку окремих критеріїв та 
узагальненого критерію. 
Існують різні види інтегральних критеріїв (в залежності від способу 
об'єднання окремих критеріїв в інтегральний): адитивний, мультиплікативний, 
мінімаксний і інші.  
В адитивному інтегральному критерії використовують метод вагових 
коефіцієнтів, який полягає в наступному.  
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Комплексний інтегральний критерій )(
~
XY  визначається у вигляді лінійної 










 ,  (4.38) 
де   ik - ваговий коефіцієнт відповідного критерію, причому 0ik . 








1 .     (4.39) 










 ,  (4.40) 
Виконаємо оптимізацію ШВ за інтегральним критерієм. 
Нехай система ШВ характеризується трьома критеріями якості, які 
описуються функціями відгуку згідно виразів (4.21)- (4.23). При оптимізації ШВ 
для функцій )(1 XY  та )(3 XY  необхідно знаходити їх мінімуми, а для  )(2 XY  - 
максимум. В інтегральному ж критерії необхідно шукати тільки один екстремум. 
Тому при застосуванні адитивного інтегрального критерію за формулою (4.__) 
функцію )(2 XY  будемо додавати з протилежним знаком і шукати узагальнений 
мінімум інтегральної функції (4.33).  
Крім того, цільові функції мають абсолютні значення різних порядків та 
різні одиниці вимірювання. Тому, у виразі (4.33) доцільно перейти до відносних 
(нормованих) величин.  
Для цього необхідно задати, як базову, довільну точку параметрів 
),...,,( 21 noptXXXX  , для якої визначити значення усіх критеріїв 
))(),...(),(()( 21 XYXYXYXY m . Тоді адитивний інтегральний критерій в 
нормованому вигляді )(
~








































 , (4.41) 
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Такий прийом дозволяє об’єднати в єдиний узагальнений (інтегральний) 
критерій різнорідні фізичні величини і параметри. 
Недоліком даного методу є те, що завдання вагових коефіцієнтів є 
достатньо суб’єктивним. 
Застосуємо комплексний інтегральний критерій для багатокритеріальної 
оптимізації ШВ.  
Моделювання цієї задачі в програмі MathCAD показано на рисунку 4.28, а 
побудовані графіки -  на рисунку 4.29. 
 
Рисунок 4.28 – Протокол реалізації багатокритеріальної оптимізації ШВ 
за інтегральним критерієм 
 
По графіках поверхонь інтегральних функцій відгуку визначимо оптимальні 
параметри ШВ. Для даного ШВ вони складають d =114мм і l =309мм, як для 
адитивного (рисунок 4.29-а), так і для мультиплікативного (рисунок 4.29-б) 






Рисунок 4.29 – Поверхні інтегральної функції відгуку: 
а) адитивний інтегральний критерій;  
б) мультиплікативний інтегральний критерій 
 
Проведені дослідження показали, що варіювання вагових коефіцієнтів мало 
впливає на оптимальні параметри ШВ. І тільки збільшення впливу резонансної 
частоти ( 2k =0.15; 2k =0.7; 2k =0.15) призводить до зменшення оптимальної 
міжопорної відстані до l =260мм. 
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4.5 Багатокритеріальна оптимізація шпиндельних вузлів за методом 
Парето 
 
Найбільш відомим з методів вирішення задач багатокритеріальної 
оптимізації є метод, запропонований італійцем  Вільфредо Парето. В основі 
метода Парето лежить узагальнення однокритеріальної оптимізації на випадок 
декількох критеріїв [112]. 
Нехай заданий певний набір чисельних критеріїв (цільових функцій) 
)(),...(),( 21 XYXYXY m , що визначені у просторі параметрів 
nR на множині 
),...,,( 21 nXXXX  , який утворює векторний критерій ))(),...,(),(()( 21 XYXYXYXY m  
у критеріальному просторі 
m . 
Згідно аксіоми Парето для усіх пар допустимих рішень XXX , , для 
яких має місце по компонентна нерівність векторів критеріїв 
)()( XYXY  виконується бінарне співвідношення вибору 
XX   (тобто, вибирається X  , а не X  ). Якщо оцінка одного з двох 
варіантів не гірше оцінки другого варіанту за усіма критеріями або хоча б за 
одним критерієм − строго краще, то перший варіант має перевагу. Тобто,   
;,...,1),()(,, miXYXYXXX   
XXXYXYmik  )()(:},...,1{ .   (4.42) 
Якщо не існує такого можливого рішення XX i  , для якого має місце 
нерівність )()( *XFXF  , то рішення  XX i 
*  називається оптимальним за 
Парето. Усі парето-оптимальні рішення утворюють множину Парето 
)}()(::|{)( ** XYXYXXXXXPY  .   (4.43) 
Таким чином метод зводиться до пошуку множини усіх недомінуємих 
рішень в просторі критеріїв.  
Для цієї множини знаходиться підмножина ефективних  (неполіпшуваних) 
рішень, з якої і вибирається одне з Парето-оптимальних рішень системи. Цьому 
рішенню відповідають найбільш раціональні параметри ШВ. 
Застосуємо метод Парето для багатокритеріальної оптимізації ШВ.  
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У виразах (4.27)- (4.29), як і у програмі SPINDLE OPTIMIZATION, функції 
відгуку задані від d і l в параметричній формі, через проміжні вирази (4.18) і 
(4.20). Однак, для проведення аналізу при багатокритеріальній оптимізації 
(зокрема за методом Парето) це досить незручно. Тому знайдемо загальний вираз 
для  функцій відгуку в явній формі. 
Позначимо параметри оптимізації d і l як D і L (відповідно) і 
виконаємо перейменування відповідних змінних і перепишемо вираз (4.9) в 




12121),( fXeXXdXcXbXaLDF  .  (4.44) 
Представимо формули (4.12) і (4.14) у вигляді 
sDkX 1  та nLmX 2 .      (4.45) 
Після підстановки та нескладних перетворень отримаємо нелінійну функцію 
















1112210),( LADALDALADAALDF   .  (4.47) 
По своїй формі ця функція нагадує вираз (4.3), але записана з явними 
параметрами. 
Для нашого випадку з виразів (4.18) і (4.20) маємо 
1428.70071428.01  DX   та  29412.3011765.02  LX .   
Підставимо їх у вирази (4.27)-(4.29) і отримаємо аналогічні функції відгуку 
у явній формі. Перерахування значень усіх коефіцієнтів здійснювалось 
програмним шляхом за програмою KOEF1, яка приведена на рисунку 4.30.  
Після перерахування коефіцієнтів функції відгуку в явній формі мають 
наступний вид. 






Рисунок 4.30 – Програма розрахунку коефіцієнтів математичної моделі 
KOEF1:  а) головне вікно програми; б) приклад протоколу розрахунку  
 
 LEDELDF 05-9,8909503-2,332930,16662),(1  
22 07-2,3667805-1,0765307-4,62184- LEDELDE     (4.48) 
Для першої резонансної частоти 1p   
 LDLDF 0,4379212,26567272,99067),(2  
22 03-1,2844402-6,1772303-4,41176 LEDELDE     (4.49) 
Для першої резонансної амплітуди 1pA   
 LEDELDF 05-4,0663902-1,270251,47405 ),(3  
22 06-6,1516905-5,09438305-3,42184- LEDELDE    (4.50) 
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Перевірки показали, що значення функцій відгуку, отриманих за виразами 
(4.27)-(4.29) і (4.48)-(4.50) повністю співпадають (дивись функції F1 і F2 
відповідно) . 
Для вирішення задачі багатокритеріальної оптимізації ШВ за методом 
Парето скористуємось методикою, що запропонована в роботі [3].  
На першому етапі складається математична модель системи, яка описує усі 
необхідні залежності вектору критеріїв якості в функції вектору параметрів 
досліджуваного об’єкта. 
Для складання математичної моделі системи ШВ позначимо в формулах 
(4.48)-(4.50) параметри оптимізації D і L  як x  і y  відповідно та перепишемо 
їх у наступному вигляді  
  yxyxyx 753 1062184,41089095,91033293,216662,0),(1  
2725 1036678,21007653,1 yx       (4.51) 
  yxyxyx 31041176,443792,026567,1299067,272(),(2  
)1028444,11017723,6 2322 yx       (4.52) 
  yxyxyx 552 1042184,31006639,41027025,147405,1),(3  
2625 1015169,61009438,5 yx       (4.53) 
Протокол моделювання системи за методом Парето в програмі MathCAD 
поданий на рисунку 4.31-а.  
Першим кроком при моделюванні системи є розрахунок вихідної множини - 
великої кількості оцінок альтернативних варіантів рішень системи при варіюванні 
значень її параметрів (у нашому випадку – 999 розрахунків).  
Для забезпечення рівномірності розподілу точок перебору параметрів в 
заданій області їх варіювання використовувались ПТ-мережі (характерні 
послідовності точок). Ці ЛПτ-послідовності більш ефективні ніж випадкові і часто 
застосовуються під час оптимізації методом ЛП-пошуку [112] . 
Вихідна множина записується у вигляді матриці критеріїв якості Kr(3,999), 







Рисунок 4.31 – Протокол розрахунку множини Парето 
а) математична модель системи; б) матриці обчислень ефективних точок 
 
Візуалізація складових розрахованої множини за трьома окремими 
критеріями показана на рисунку 4.32-а (для усіх 999 точок). 
У випадку двох або трьох критеріїв вихідну множину можна зобразити у 
вигляді 2D- і 3D-графіків у просторі критеріїв 3,  m
m
. Для досліджуваного 








Рисунок 4.32 – Візуалізація вихідної множини рішень системи  
а) складові вихідної множини (за окремими критеріями);  
б) вихідна множина в 3D-просторі; в) вихідна множина (в проекціях) 
 
 189 
Область розташування точок вихідної множини усіх рішень системи (див. 
рисунок 4.32-б) по формі нагадує об’ємну фігуру, що обмежена поверхнею 
еліптичного параболоїду. При цьому ось параболоїда розташована так, що 
звуження фігури направлене у бік зменшення значень критеріїв. Можна 
припустити, що оптимальні рішення (при мінімізації) лежать поблизу вершини 
параболоїду, хоча це ще треба довести. 
Проекції цієї множини на три головні площини зображені на рисунку 4.32-в.  
З графіків видно, що точки вихідної множини займають лише частину об’єму 
фігури, що пояснюється обмеженістю області варіювання параметрів моделі. 
Після розрахунку вихідної множини з неї необхідно виділити підмножину 
ефективних (неполіпшуваних) рішень Парето (множину або оболонку Парето). 
Множина Парето визначається за допомогою спеціальної процедури у вигляді 
матриці Par(m,N). В нашому випадку з 999-ти було визначено 45 ефективних 
точок. Множина Парето записана у вигляді матриці  Par(3,45) (див. рис. 4.31-б). 
Номера точок Парето-ефективних рішень, розміщених в матриці Kr, подані 
у векторному масиві NPar.  
Візуалізація 45 складових ефективних рішень множини Парето за окремими 
критеріями показана на рисунку 4.33-а. А їх розміщення в 3D-критеріальному 
просторі − на рисунку 4.33-б. Тут усі графіки побудовані в натуральних одиницях. 
Аналіз викладених графіків показує, що здійснити вибір одного 
(найкращого) варіанту з рішень Парето досить складно. Усі критерії між собою 
рівнозначні, а поліпшення по одному з них неминуче призводить до погіршення 
по інших (тобто, ці рішення є неполіпшуваними). Крім того, даному вибору 
заважають різні розмірності критеріїв, що виражені в натуральних одиницях. 
В такому випадку доцільно перейти до нормування критеріїв. Нормування 
полягає в переході до відносних безрозмірних одиниць. Причому, задля 
можливості порівняння значень, доцільно обмежити діапазони зміни критеріїв.  
Для нормування значень критеріїв необхідно застосувати єдину формулу 







Рисунок 4.33 – Візуалізація ефективних рішень множини Парето 
а) складові ефективних рішень (за трьома критеріями) та їх поєднання; 











  ,       (4.54) 
де   ik

- нормоване значення критерію;       ik - значення критерію;  
      maxmin ,kk - мінімальне та максимальне значення критерію. 
Після такого нормування відносне значення будь-якого критерію буде 
безрозмірним і воно буде змінюватись в межах від 0 до 1. 
На рисунку 4.34 приведений протокол нормування критеріїв для 
ефективних (неполіпшуваних) рішень Парето. 
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Рисунок 4.34 – Протокол нормування критеріїв для множини Парето  
 
Візуалізація нормованих складових ефективних рішень множини Парето за 
окремими критеріями показана на рисунку 4.35-а. А їх розміщення в 3D-
критеріальному просторі − на рисунку 4.35-б.  
По формі вони нагадують попередні графіки, але тут вони побудовані у 
відносних безрозмірних одиницях в діапазонах зміни критеріїв від 0 до 1. 
Для визначення найкращого варіанту з 45 рішень Парето слід знайти точки, 
які розташовані найближче до початку координат. Для цього можна застосувати 










 ,      (4.55) 
де   iR

- відстань від i -ї точки до початку координат;  
Розраховані значення  iR

 для 45 точок приведені на рисунку 4.36-а. 
Найбільш ефективними точками з усіх точок оболонки Парето є точки з 




<0.56). Їх номери наступні: 5, 21, 22, 







Рисунок 4.35 – Візуалізація нормованих ефективних рішень Парето 
а) складові ефективних рішень (за трьома критеріями); 
б) ефективна 3D-підмножина Парето ( 45 ефективних точок) 
 
Геометрично це означає, що поблизу цих точок знаходиться точка дотику 
оболонки Парето зі сферою радіуса minR

з центром в початку координат. 
З точки зору динаміки найбільш цікавою є точка 21, в якій найменші 
амплітуди першого резонансу (0.037мм/Н) при практично рівних інших 
параметрах. В загальній множині розрахованих варіантів рішень системи 







Рисунок 4.36 – Візуалізація нормованих ефективних рішень Парето 
а) 45 ефективних рішень, визначених за виразом 4.55; 
б) ефективні точки з підмножини Парето (5 точок) 
 
Таким чином, глобальними оптимальними параметрами ШВ (в точці 21) 





1. При агрегатно-модульному створенні металорізальних верстатів велике 
значення має проектування окремих модулів, зокрема шпиндельних вузлів 
(КШВ, мотор-шпинделів, електрошпинделів), як важливих елементів верстата. 
Проектування цих вузлів доцільно поєднувати з розробкою параметричних 
3D-моделей ШВ. Параметризація основних стандартизованих елементів ШВ та 
оригінальних деталей значно прискорює процес проектування і підвищує його 
якість. Розроблені параметричні моделі для нормалізованих рядів КШВ 
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різного технологічного призначення можуть бути використані в 
спеціалізованих виробництвах вузлів верстатів.  
2. Параметричні 3D-моделі ШВ надають можливість здійснення параметричної 
оптимізації конструкції вузла при варіюванні його базовими компоновочними 
параметрами, що керують формою, розмірами і розташуванням елементів 
вузла. Розроблені методики однопараметричної, багатопараметричної та 
багатокритеріальної оптимізації ШВ за статичними і динамічними 
показниками дозволяють вибрати раціональні компоновочні параметри ШВ. 
Розроблена методологія оптимізації конструкцій ШВ на основі їх 
параметричних 3D-моделей по статичних і динамічних показниках забезпечує 
вибір раціональних конструкцій вузлів з номенклатурного ряду для 
вбудовування у верстати різних типів. 
3. Оптимізаційні параметри ШВ залежать від призначення металорізального 
верстату, а також від виду технологічного оснащення (зокрема 
інструментальних оправок). Наприклад, зі зміненням відстані між опорами 
шпинделя піддатливість ШВ спочатку зменшується, а потім зростає. Тобто, 
існує оптимальне значення, яке для різних видів оправок може суттєво 
відрізнятись. Тому важливою задачею є оптимізація компоновочних 
параметрів ШВ разом з технологічним оснащенням, особливо для 
спеціалізованих верстатів, що дозволяє вибрати найбільш раціональну 
конструкцію вузла для даного верстату. 
4. Найбільш ефективною з усіх видів оптимізації є багатокритеріальна 
оптимізація ШВ, для реалізації якої доцільно застосовувати метод Парето з 
нормованими критеріями. Вона дозволяє врахувати усі необхідні варіативні 
параметри конструкції та оптимізувати вихідні показники вузла одночасно за 
кількома різнорозмірними критеріями. 
 195 
РОЗДІЛ 5 
ДИНАМІЧНІ РОЗРАХУНКИ І МОДЕЛЮВАННЯ ПРОСТОРОВОЇ 
ЖОРСТКОСТІ ВЕРСТАТІВ 
 
5.1 Динамічні розрахунки верстатів з зосередженими параметрами 
 
Для динамічних розорахунків ПС верстату по частинах (вузлах) був 
прийнятий багатоопераційний верстат типу обробляючий центр мод. 
ИР500ПМФ4 з вбудованими комплектними шпиндельними вузлами (КШВ). 




Рисунок 5.1  Загальний вид верстата  ИР500ПМФ4: фото і 3D-модель ПС  
 
3D-модель ПС створена на основі заводських креслень в CAD-системі 
KOMPAS-3D і містить більше ніж 3000 елементів. Загальний вид ЗD-моделі ПС 
верстату приведений на рисунку 5.1-б.  
Конструкція багатоопераційного верстату ИР500ПМФ4 має практично 
модульну структуру і містить окремі комплектні вузли: КШВ, коробку 
швидкостей, повздовжній стіл, поворотний стіл, палету і інші. 
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Конструкція КШВ виконана у вигляді збірної комплектної одиниці: 
шпиндель на двох підшипникових опорах, закріплений у власному корпусі (типу 
“гільза”). Для розширення технологічних можливостей верстата застосовані 
модернізовані КШВ як швидкісних так і силових варіантів, 3D-моделі яких 
показані на рисунку 5.2. Конструкції відрізняються в основному різними типами 




Рисунок 5.2  3D-моделі комплектного шпиндельного вузла  
а) силовий варіант ШВ;   б) швидкісний варіант ШВ  
 
Посадочні розміри шпинделя під підшипники у всіх варіантах однакові і 
дорівнюють 100мм – в передній опорі і 90мм – в задній опорі.  
Метою динамічного розрахунку є отримання динамічних характеристик ПС 
верстату в формі АЧХ, ФЧХ, АФЧХ і інших, а також величин статичних 
деформацій, переліку резонансних частот, розрахунок і побудова форм (мод) 
коливань конструкцій на основних резонансних частотах, оцінка вібростійкості 
ПС верстату.  
Проведення динамічних розрахунків верстатів з зосередженими параметрами 
виконувалось згідно традиційної методики [97]. Прийнята розрахункова 
динамічна 18-ти масова модель обробляючого центру зображена на рисунку 5.3. 




Рисунок 5.3  Розрахункова динамічна модель верстата ИР500ПМФ4  
 
Складання розрахункової схеми (динамічної моделі) проводилось на основі 
розробленої ЗD-моделі і заводських креслень. При цьому реальна пружна система 
ідеалізувалась як динамічна система з зосередженими параметрами [21]. В 
розрахунковій моделі вона представлена 18-ма масами. Маси між собою пов’язані 
пружно-дисипативними в’язями, які зосереджені у центрах стиків між елементами 
ПС. Їх параметри визначаються пружно-демпфіруючими властивостями стиків.  
Згідно прийнятої методики в залежності від відносної жорсткості стику та 
власної жорсткості тіла в розрахунковій моделі за абсолютно жорсткі тіла 
(«масиви») прийняті: корпус ШВ, коробка швидкостей (шпиндельна бабка), 
стійка, станина, стіл, стіл поворотний, супутник (палета), магазин, автооператор. 
Шпиндель являє собою гнучку балку кільцевого перерізу. Розрахункові 
динамічні моделі ШВ з зосередженими параметрами зображені на рисунку 5.4. 
Представлена модель КШВ (зібраного в корпусі-гильзі) може розглядатись і 
досліджуватись окремо, як незалежна агрегатна одиниця.  
На базі повної розрахункової динамічної моделі верстата визначаються усі 
інерційні, пружні та дисипативні параметри елементів моделі, які наповнюють 
відповідні матриці ][M , ][H , ][K  матричного рівняння 2.16. 
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Рисунок 5.4  Розрахункові динамічні моделі ШВ верстата ИР500ПМФ4  
 
Розрахунок більшості параметрів елементів динамічної системи верстата 
(мас, моментів інерції, координат центрів тяжіння деталей і вузлів) доцільно 
проводити безпосередньо в CAD-системі, де для цього існують розроблені 
сервісні функції. Результати цих розрахунків зведені у відповідні таблиці 5.15.5. 
На розрахунковій схемі (рис.5.4) пружно-демпфіруючий зв’язок в стику між 
двома елементами умовно зображується однією пружиною. Однак, насправді вона 
поєднує в собі одразу два вектори – вектор жорсткості стику ijC  і вектор 
демпфірування ijH , причому },,,,,{ zyxzyxij ccccccC   і },,,,,{ zyxzyxij hhhhhhH  . 
Тобто коефіцієнт жорсткості стику представляє собою не один, а шість 
параметрів: три жорсткості вздовж осей ZYX ,,  та три поворотні жорсткості 
навколо цих осей. Аналогічно позначаються і коефіцієнти демпфірування.  
Розрахунок жорсткості плоских стиків “корпус шпиндельного вузла – 
коробка швидкостей”, “стіл – стіл поворотний”, “станина – стіл”, “автооператор – 
стійка” проводився за методикою [67] згідно схем стиків, показаних на рисунку 
5.5-а і 5.5-б. При цьому враховувалися особливості контактних деформацій у 
затягнутих і незатягнутих стиках та у підшипниках і направляючих кочення 
(танкетки). При визначенні жорсткості стику “коробка швидкостей – стійка” 
(рисунок 5.5-в) враховувалась взаємодія елементів через роликові танкетки, тому 
контактні деформації розраховувались як для тіл кочення [70]. 
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Таблиця 5.1 - Координати центрів мас елементів 
№ 
п/п 
Найменування елемента (маси) 
Координати 
X, см Y, см Z, см 
1 Зосереджена маса шпинделя 1  260.9 0 131.2 
2 Зосереджена маса шпинделя 2 245.9 0 131.2 
3 Зосереджена маса шпинделя 3 242.2 0 131.2 
4 Зосереджена маса шпинделя 4 234.9 0 131.2 
5 Зосереджена маса шпинделя 5 225.7 0 131.2 
6 Зосереджена маса шпинделя 6 212.8 0 131.2 
7 Зосереджена маса шпинделя 7 195.9 0 131.2 
8 Зосереджена маса шпинделя 8 194.1 0 131.2 
9 Зосереджена маса шпинделя 9 185.7 0 131.2 
10 Корпус ШВ 215.5 0 131.2 
11 Коробка швидкостей 175.6 -0.3 134.6 
12 Стійка  175.9 5.6 125.8 
13 Станина  179.6 0.2 24.1 
14 Стіл  284.2 -0.6 65.2 
15 Стіл поворотний 281.8 -0.2 85.5 
16 Супутник (палета) 275.7 0 109.1 
17 Інструментальний магазин 185.4 1.0 240.9 
18 Автооператор  235.7 2.1 200.3 
 
 





X, см Y, см Z, см 
19 Корпус ШВ-коробка швидкостей 215.9 0 131.2 
20 Коробка швидкостей – стійка 202.2 15.6 115.5 
21 Стійка – станина 162.9 -1.5 55.0 
22 Станина – стіл 279.1 0 84.0 
23 Стіл – стіл поворотний 285.4 0 85.4 
24 Стіл поворотний – супутник (палета) 275.7 0 95.4 
25 Інструментальний магазин – стійка 185.4 0 235.5 


















1 Зосереджена маса шпинделя 1 95.7 0.0957 - - - 
2 Зосереджена маса шпинделя 2 119.2 0.1192 - - - 
3 Зосереджена маса шпинделя 3 45.0 0.0470 - - - 
4 Зосереджена маса шпинделя 4 51.1 0.0511 - - - 
5 Зосереджена маса шпинделя 5 75.4 0.0784 - - - 
6 Зосереджена маса шпинделя 6 101.8 0.1018 - - - 
7 Зосереджена маса шпинделя 7 61.5 0.0615 - - - 
8 Зосереджена маса шпинделя 8 25.9 0.0259 - - - 
9 Зосереджена маса шпинделя 9 155.0 0.1530 - - - 
10 Корпус ШВ 69.22 0.0692 10.54 10.52 5.69 
11 Коробка швидкостей 851.76 0.8518 2195.01 1745.18 582.11 
12 Стійка  5185.64 5.1886 23205.29 21005.63 10635.76 
13 Станина  9994.24 9.9942 102525.79 93829.79 12274.29 
14 Стіл  1015.43 1.0164 3415.06 3045.35 621.52 
15 Стіл поворотний 795.06 0.7961 905.09 512.02 461.37 
16 Супутник (палета) 335.31 0.3383 125.92 79.59 79.59 
17 Інструментальний магазин 851.06 0.8511 1705.26 954.13 895.12 




                              а)                                  б)                                в) 
Рисунок 5.5 − Схеми стиків для визначення їх жорсткості і демпфірування 
а) корпус ШВ – коробка швидкостей;     б) стійка - станина;  
в) коробка швидкостей – стійка (з танкетками) 
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Коефіцієнти контактної жорсткості плоских стиків по осях координат 
визначаються за виразами 
K
F
c z  ,   
K
F
cc yx   ,    (5.1) 
де F – площа стику;  K – коефіцієнт нормальної контактної піддатливості; 
    K – коефіцієнт тангенціальної контактної піддатливості. 
Контактна деформація визначалась як: 
   К ,       (5.2) 
де   – переміщення у стику;      – середній тиск у стику. 







2  ,      (5.3) 
де C  – коефіцієнт, який залежить від мікрогеометрії поверхонь та 
властивостей матеріалів, наприклад, для стику “сталь-сталь” з шліфованими 
поверхнями – C = 0,5. 

















c zz   ,   (5.4) 
де zyx III ,,  – моменти інерції площі стику відносно відповідних осей. 
Розсіювання енергії коливань у верстатах відбувається як у матеріалі деталей 
(внутрішнє тертя), так і у стиках - місцях контакту спряжених деталей (зовнішнє 
тертя при місцевих проковзуваннях, зовнішнє та внутрішнє тертя при деформації 
мікронерівностей) а також у масляних шарах (в основному грузле тертя рідини у 
суцільному шарі або між мікровиступами). При цьому розсіяння енергії коливань 
у стиках деталей переважно більше, ніж у матеріалі цих деталей. При розрахунку 
дисипативних характеристик для кожного стику знаходились коефіцієнти вектору 
демпфірування },,,,,{ zyxzyxij hhhhhhH  . Коефіцієнти демпфірування для 





 ,      (5.5) 
де   – логарифмічний декремент коливань; c  – жорсткість стику; 
 m  – вага меншого з двох елементів, що контактують. 




cІh   ,      (5.6) 
де I  – момент інерції;  c  – поворотна жорсткість стику. 
Значення логарифмічних декрементів коливань для різних стиків і умов їх 
функціонування приймались з практики динамічних досліджень [97,99,142]. 
Значення розрахованих коефіцієнтів жорсткості і демпфірування стиків 
зведені у відповідні таблиці 5.4 та 5.5. 
 






























Корпус шпинделя - 
коробка швидкостей 




24.603 49.206 124.155 27515 25219 14905 
21 Стійка - станина 365.254 365.254 732.507 1122933 800279 961606 
22 Станина - стіл 372.053 372.053 744.105 546701 143707 808552 
23 
Стіл - стіл 
поворотний 
305.191 305.191 612.382 405549 326603 366076 
24 
Стіл поворотний - 
супутник (палета) 
191.297 191.297 382.593 66400 66400 66400 
25 
Інструментальний 
магазин - стійка 


































72.89 105.09 165.75 311050 201596 168499 
21 Стійка - станина 694.16 694.16 981.68 2570625 2064468 1610209 
22 Станина - стіл 154.83 154.83 215.96 344071 166614 178480 
23 
Стіл - стіл 
поворотний 
245.61 245.61 351.59 305076 205917 206943 
24 
Стіл поворотний - 
супутник (палета) 
64.05 64.05 90.58 23294.68 18303 18303 
25 
Інструментальний 
магазин - стійка 




55.83 75.13 65.73 90650.4 42229 90941 
 
 
Рівнянь руху динамічної моделі верстата складалась в матрично-векторній 
формі з використанням методів кінетостатики та коефіцієнтів впливу [97].  





















































































де  iC  – матриця жорсткості для ( i -го стику); iH  – матриця демпфірування; 
iM  – матриця мас (для i -ї маси); jiD ,  – матриця піддатливості; 
jiA , – матриця переносу параметрів; 
T
jiA ,  – транспонована матриця 
переносу;  
kP  – матриця навантаження в точці k . 
Усі матриці мають розмір 66, а матриці силових навантажень 63. Після 
заповнення усіх матриць системи виконувались необхідні дії над ними, які 
записані в рівняннях 5.7. В результаті кожне з матричних рівнянь системи 
перетворюється в шість звичайних скалярних лінійних диференційних рівнянь 
другого порядку з постійними коефіцієнтами виду (2.16). Для формалізації 
процесу формування матриць розроблена спеціальна програма Dynamo-M. 
Після розкриття усіх матриць загальна система рівнянь в тривимірній системі 
координат XYZ  складає 82 рівняння. При розв’язанні системи визначаються 
абсолютні переміщення (коливання) усіх точок (мас) моделі по трьох осях 
координат (форми коливань). Однак, при розрахунках динаміки верстату 
найбільш цікавими є відносні переміщення (коливання) між інструментом і 
деталлю, тобто між точками 1 и 17 в розрахунковій моделі. Тому в системі 
з’явились ще три додаткові рівняння і система відповідно збільшилась до 85 
рівнянь. 
Наявність симетрії розрахункової моделі дозволила дещо спростити задачу. 
Розрахункова модель має площину симетрії XOZ , тобто коливання системи в 
площинах XOZ  та YOZ  є практично незалежними. Переміщення кожної i -ї маси 
розрахункової моделі характеризується в просторі шістьма ступенями волі  
вектором переміщень },,,,,{ ziyixiiiii zyxX  . У випадку симетрії він 
розпадається на два незалежних вектори - },,{1 ziiii yxX   та },,{2 yixiii zX  . В 
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результаті для коливань пружної системи в площині XOZ  складена система з 36 
рівнянь, а в площині YOZ  – з 35 рівнянь. 
Після отримання систем диференційних рівнянь усі коефіцієнти при 
узагальнених координатах і їх похідних, а також узагальнені сили збирались у 
відповідні матриці ][M , ][H , ][C  і ][P  для формування системи рівнянь (2.16).  
Користуючись методом комплексних амплітуд можна усі матриці системи 
рівнянь зібрати в одну – комплексну матрицю динамічної жорсткості G [65].  
При наявності компоновки верстата типу «скоби» і дотриманні певної 
послідовності нумерації мас (від інструмента до деталі) матрицю G можна 
зробити квазідіагональною, як це показано на рисунку 5.6.  
При розділенні ПС можна виділити окремі підсистеми (вузли), які позначені 
так: І – інструментальний блок, ШВ – шпиндельний вузол, КШВ – комплектний 
ШВ, СП – стіл поворотний, Д – деталь. 
 
  
Рисунок 5.6 – Схема поділу 
повної матриці G динамічної 
жорсткості 
Рисунок 5.7 – Схема виділення 
незалежних матриць підсистем  
(інструмента і деталі) 
 
В ідеалі, якщо базові елеметни підсистеми С (станіни, стійки, портали) НС 
верстата абсолютно жорсткі або субматриці С1,С2,С3,С4 нульові (відсутні 
зв’язки), матрицю G можна представити неповнозаповненою (рисунок 5.7) і повна 
система матричних рівнянь 2.16 розпадається на дві незалежні підсистеми. 
 206 
Практично це може бути використано у випадку, якщо умови наближені до 
ідеальних, а реальний стан ПС дозволяє розглядати підсистеми інструмента і 
деталі як незалежні. Детальніше умови поділу ПС були розглянуті в розділі 2. 
Розв’язок отриманих систем лінійних диференційних рівнянь виконувався на 
комп’ютерах за допомогою програми Dynamo-V, розробленої автором для 
розв’язку великих систем диференційних рівнянь другого порядку з постійними 
коефіцієнтами. В результаті проведених розрахунків отримали динамічні 
характеристики верстата ИР500ПМФ4 і його ШВ. 
За даними розрахунків згідно динамічної моделі шпиндельного вузла 
(рисунок 5.5) побудована його амплітудно-фазова частотна характеристика, яка 
показна на рисунку 5.8-а. В прийнятому робочому частотному діапазоні (0 – 
1000Гц) шпиндель має тільки одну резонансну частоту 403Гц. Також на рисунку 
5.8-б приведені лінія статичного прогину шпинделя (при нульовій частоті) та 





Рисунок 5.8  Динамічні характеристики ШВ верстата ИР500ПМФ4: 
а) АФЧХ;  б) статичний прогин і форми коливань шпинделя на частоті 403Гц 
 
На рисунку 5.9-а приведена розрахункова АФЧХ ПС усього верстата. Вона 
має три основні резонансні частоти 54, 201 та 398Гц, причому остання 
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визначається динамічними параметрами шпиндельного вузла. Також для 
прикладу на рисунку 5.9-б показана векторна діаграма коливань пружної системи 
верстата на частоті 54 Гц. На рисунку 5.10 зображені деформації (форма 
коливань) моделі верстата під дією сили різання Р на частоті 54 Гц. 
 
                         а)                                              б) 
Рисунок 5.9  Динамічні характеристика верстата ИР500ПМФ4  
а) АФЧХ ПС верстата; б) векторна діаграма коливань на частоті 54Гц 
 
Рисунок 5.10   Форми коливань верстата на резонансній частоті 54Гц 
 
Аналогічний динамічний розрахунок для токарного верстату мод.16К20Ф3 
наведений в Додатку Е.  
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5.2 Динамічні розрахунки верстатів з розподіленими параметрами 
 
В даному розділі для визначення і оцінки динамічних показників виконаний 
розрахунок динаміки ПС верстату мод. ИР500ПМФ4 з розподіленими 
параметрами за МСЕ [34,108]. 
Для динамічного розрахунку за МСЕ в системі SolidWorks була побудована 
спрощена 3D-модель ПС металорізального верстату ИР500ПМФ4 [4-6,189]. 
При побудові 3D-моделі основним критерієм вважалась адекватність моделі 
та її характеристик реальній конструкції верстата. Спрощення виконувалось на 
основі досвіду попередніх чисельних розрахунків динаміки пружних систем 
верстатів. Обов’язково враховувались елементи системи ВПІД, які входять до 
контуру силового замикання під час обробки на верстаті, а також особливості 
стиків між ними. Одночасно виконувалось укрупнення елементів шляхом 
поєднання дрібних деталей з іншими для збереження загальної маси цих 
елементів. Окремі елементи не враховувались, якщо це практично не впливало на 
результати розрахунку.  
Загальний вигляд розробленої 3D-моделі верстата і його комплектних ШВ 
показаний на рисунку 5.11.  
Розрахункова модель верстата ИР500ПМФ4 представлена на рисунку 5.12-а. 
Закріплення моделі приймалось фіксованим до «землі», що відповідає 
встановленню верстата на бетонну основу (підливка під станину вздовж 
периметру). Навантаження в зоні різання здійснювалось силою 1000Н в різних 
напрямках за вибором дослідника (горизонтальному, вертикальному, вздовж осі 
шпинделя або в довільному). Сила прикладалась на консолі оправки, а її реакція − 
на оброблювальній деталі, розміщеній на поворотному столі верстата. 
Для кожної деталі 3D-моделі призначався матеріал із внутрішньої бібліотеки 
програми CosmosWorks. Демпфірування в системі приймалось опосередкованим 
по Релею. Умови контакту між елементами моделі задавались глобальними, а, при 
необхідності уточнювались по виду з’єднання (шарнірне, ножова опора, опора з 




 а)  б) 
  
в) г) 
Рисунок 5.11  3D-моделі верстату ИР500ПМФ4 і його ШВ 
а) 3D-модель верстата (в ізометрії);    б) 3D-модель верстата у розрізі;  
в) 3D-модель ШВ з оправкою;            г) 3D-модель ШВ у розрізі 
 
Після завдання усіх необхідних умов для розрахунку здійснювалась побудова 
мережі скінчених елементів в автоматичному режимі. На рисунку 5.12-б показана 
мережа скінчених елементів ПС верстату ИР500ПМФ4, а на рисунках 5.12-в,г – 
розміщення КШВ в робочій зоні та мережа його скінчених елементів (як фрагмент 
повної мережі верстата). Після цього запускалась основна програма FFE-Plus з 
пакету CosmosWorks, яка виконувала обчислення статичних і динамічних 







Рисунок 5.12  Розрахункова 3D-модель ПС верстату ИР500ПМФ4 
а) каркасна;    б) мережа скінчених елементів верстату; 
в) розміщення ШВ в робочій зоні;   г) мережа скінчених елементів ШВ 
 
При динамічному розрахунку були отримані статичні і динамічні показники 
та характеристики ПС верстату в формі статичних деформацій, спектру власних 
частот, а також моди коливань на основних резонансних частотах (для визначення 
величин змушених коливань верстата в зоні різання від зовнішнього 
навантаження силами, діючими як сили різання).  
Параметри розрахунку приведені на рисунку 5.13-а у вигляді таблиць, а 




Рисунок 5.13  Параметри розрахунку верстата ИР500ПМФ4 
а) перелік параметрів;    б) перелік резонансних частот 
 
На рисунку 5.14 показані результати розрахунку ПС верстата ИР500ПМФ4 у 
вигляді картин статичних деформацій та форм коливань верстата на основних 
резонансних частотах - 41, 55 , 199 , 307, 401 Гц. 
Порівняння деформацій і форм коливань з аналогічними розрахунками для 
моделі з зосередженими параметрами (див. рис. 5.10) показали практичне 
співпадіння результатів, що підтверджує достовірність отриманих результатів. 
На основі динамічних розрахунків КШВ і верстата встановлено, що частка 
динамічної піддатливості КШВ в динамічній піддатливості верстата становить до 
60-80% на резонансних частотах, які визначаються пружною системою КШВ (в 
діапазоні 300-800 Гц). 








Рисунок 5.14  Результати динамічного розрахунку верстата ИР500ПМФ4 
а) статичні деформації;  
б,в,г,д,е) форми коливань на частотах 41, 55, 199, 307 і 401 Гц  
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5.3 Формування просторової жорсткості пружної системи верстата за 
підсистемами 
 
Металорізальний верстат – це збірна механічна конструкція, яка складається 
з багатьох окремих елементів (вузлів, підвузлів та деталей) з різною просторовою 
жорсткістю (поняття просторової жорсткості верстатів і їх вузлів наведені вище). 
При цьому на базових масивних елементах конструкції – станинах розміщені 
окремі підсистеми верстата (шпиндельні групи, супортні групи, консольні чи 
хрестові столи і інші). Вони призначені для утримання кінцевих елементів ПС – 
деталі (заготовки) та різального інструменту. Кожна з цих груп – це частина ПС 
верстата. Вона має власну жорсткість конструкції. Ця жорсткість може бути 
приведена до кінцевого елементу (до зони різання) у вигляді еліпсоїда жорсткості. 
Таких підсистем у металорізальному верстаті налічується щонайменше дві, з яких 
одна пов’язана з деталлю (заготовкою), а інша – з інструментом. Відповідно до 
кількості підсистем у верстаті існує як мінімум два еліпсоїда жорсткості 
(піддатливості) – еліпсоїд жорсткості підсистеми інструменту (ЕЖПІ) та еліпсоїд 
жорсткості підсистеми деталі (ЕЖПД). На рисунку 5.15 зображені приклади 
конструктивних схем верстатів різного технологічного призначення з еліпсоїдами 
жорсткості головних підсистем інструменту і деталі. При цьому в залежності від 
виду верстата підсистем може бути значно більше (рисунок 5.15-г). Аналіз 
взаємодії підсистем при різанні будемо проводити тільки для двох підсистем – 
деталі і інструмента. При одночасній обробці двома або більше інструментами 
результат можна отримати, використовуючи принцип суперпозиції для 
лінеаризованих ПС верстатів. Аналогічно слід вчинити і в разі використання 
декількох ШВ. 
Як показано на рисунку 5.16-а в неробочому стані верстата центри еліпсоїдів 
жорсткості розведені і розташовані в кінцевих точках приведення жорсткостей 
підсистем інструмента та деталі (відповідно n  і  m ). Під час різання на ПС 
верстата здійснюється навантаження силою різання P . Ця сила діє на інструмент 







Рисунок 5.15  Еліпсоїди жорсткості підсистем інструмента (ЕЖПІ) і  
деталі (ЕЖПД) для верстатів різного технологічного призначення: 
а) фрезерного;   б) токарного;    в) багатоопераційного;  
г) токарного з двома супортами і трьома еліпсоїдами жорсткості 
 
В процесі обробки вершина інструменту входить в контакт із заготовкою так, 
що точки n  і  m  максимально зближуються (практично збігаються в одну точку). 
Деформації елементів верстата під дією сил різання, які зумовлені кінцевою 
жорсткістю ПС, викликають появу в системі узагальнених координат переміщень 
q , причому як абсолютних переміщень точок nq  і mq , так і відносних − 
nm qqq  . Під час різання на верстаті центри еліпсоїдів (точки n  і m ) також 
зближуються, як це показано на рисунку  5.16-б. З метою спрощення в 
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подальшому будемо вважати, що під час різання центри еліпсоїдів розташовані в 
одній точці, а головні осі в загальному випадку не колінеарні (залежать від 
поворотів вузлів відповідних підсистем). 
  
а) б) 
Рисунок 5.16  Конструктивні схеми ПС токарного верстату з еліпсоїдами 
жорсткості:    а)  в неробочому стані;   б) в робочому стані (при різанні) 
 
При моделюванні просторової жорсткості верстата зручніше оперувати 
величинами піддатливості і відповідними еліпсоїдами. Використання еліпсоїдів 




Рисунок 5.17  Конструктивні схеми ПС токарного верстату з еліпсоїдами 
піддатливості:   а)  в неробочому стані;   б) в робочому стані (при різанні) 
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5.4 Теоретичне обґрунтування методики визначення поверхні 
просторової піддатливості верстата 
 
Для знаходження статичної піддатливості верстата в довільному напрямку (а 
потім і жорсткості системи) визначимо сумарну піддатливість системи через 
піддатливості складових підсистем інструмента і деталі, а також опишемо 
відповідну їй поверхню статичної піддатливості.  
Згідно рисунка 5.4-б  сила різання P  та її реакція діють на точки n  i m  в 
протилежних напрямках. Тому відносне переміщення nm qqq   (в заданому 
напрямку) будемо знаходити у вигляді алгебраїчної суми абсолютних переміщень 
точок n  i m . Знайдемо його через піддатливості пружних підсистем в цих точках  
)()( nmnm PPPq   .    (5.8) 
Величина q  − це фактично відтиснення інструменту від деталі у завданому 
напрямку, яке безпосередньо визначає точність. 
З формули (5.8) випливає, що результуюча піддатливість ПС верстата у 
завданому напрямку дорівнює сумарній піддатливості інструмента і деталі в зоні 
різання, тобто nm   . Таким чином, результуючу поверхню піддатливості ПС 
можна отримати за допомогою двох еліпсоїдів піддатливості. 
В будь-якому випадку ця поверхня вже не буде еліпсоїдом. Це легко довести 
на прикладі побудов результуючих кривих 1 і 2 по двох еліпсах, які виконані в 
програмі KOMPAS-3D і приведені на рисунку 5.18.  
Тут для отримання результуючих кривих до радіус-векторів еліпса 1 
додавались (добудовувались в тому ж напрямку) радіус-вектори еліпса 2. Кінцеві 
точки з’єднувались кривою Безь’є. Для порівняння з цими кривими також 
побудовані звичайні еліпси 3 (з півосями, що є сумою півосей еліпсів 1 і 2). 
У першому випадку (рисунок 5. 18-а) крива 1 майже збігається з еліпсом 3, 
тому похибка досить мала і практично нею можна знехтувати. В другому випадку 
(рисунок 5. 18-б) похибка велика, тому її необхідно враховувати. На рисунках 
5.18-в,г показано визначення похибок 1  і 2  у збільшеному вигляді. 
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а)                                                          б) 
  
в)                                                           г) 
Рисунок 5.18  Побудова результуючих кривих 1 і 2 по двох еліпсах 
а) головні осі співпадають;      б) головні осі не співпадають; 
в) похибка Δ1 для кривої 1;       г) похибка Δ2 для кривої 2 
 
При обертанні кривих 1 та 2, наприклад, навколо головних осей 
утворюються кінематичні поверхні обертання, але це вже не є еліпсоїди. 
Таким чином, в деяких часткових випадках, тільки якщо головні осі 
еліпсоїдів співпадають і для обох в формулі (5.17) виконується умова cba  , 
результуючу поверхню піддатливості ПС можна приблизно (з незначною 
похибкою) замінити поверхнею еліпсоїду піддатливості, яка описується 











00  zyx mnmnmn zzyyxx  .  (5.9) 
В загальному випадку напрямки головних осей піддатливості не збігаються. 
Форму результуючої поверхні можна отримати шляхом графічних побудов. 
Алгоритм побудови результуючої поверхні запропоновано наступний: 
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1. Задаємо рівняння еліпсоїду піддатливості (для точки n ). 
2. Визначаємо рівняння прямої лінії, яка проходить через центр еліпсоїда і 
задає напрямок визначення піддатливості. 
3. Знаходимо координати точки перетину прямої з еліпсоїдом (точка K ). 
4. Визначаємо величину піддатливості n . 
5. Повторюємо п.п. 1-4 для іншого еліпсоїда (для точки m ) і визначаємо 
величину піддатливості m . 
6. Знаходимо сумарну піддатливість для всієї ПС в цьому напрямку. 
При знаходженні точок на поверхнях еліпсоїдів напрямок задається 










 .    (5.10) 
де nml ,, − напрямні коефіцієнти;  000 ,, zyx  - координати точки  на прямій. 







  .     (5.11) 
Також, пряму L  можна задати як лінію перетину двох не компланарних 
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nna ,   (5.14) 
де  1111 CBAn  ;   2222 CBAn   
З рівняння (5.10) можна знайти коефіцієнти для системи (5.12): 
.;0;;0;; 222111 lCBnAClBmA   
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Таким чином, координати точки K  перетину еліпсоїда з прямою L  (див.п.3 

























Тут два перших рівняння задають пряму, а третє – поверхню еліпсоїда. 
Квадратичні рівняння мають два рішення, тому таких точок перетину на 
поверхні існує дві − K  та K  (симетричні відносно точки O   
Піддатливість в даному напрямку знайдемо як довжину (модуль) радіус-
вектору K

, проведеного з центра еліпсоїда в точку K  
 222 KKKn zyx  .      (5.9) 
Замінивши третє рівняння системи (5.13) на рівняння для другого еліпсоїда, 
по аналогії отримаємо піддатливість m . 
Повну піддатливість ПС в цьому напрямку визначаємо як сумарну 
піддатливість, тобто nm   , або 
   222222
nnnmmm KKKKKK
zyxzyx      (5.10) 
Відкладаючи   від центра О в даному напрямку, знаходимо точку на 
напрямній прямій. Сукупність точок визначає результуючу поверхню відносної 
піддатливості ПС. Таким чином за даним алгоритмом можна побудувати 
результуючу поверхню статичної піддатливості верстата (за підсистемами). Вона 
визначає анізотропію статичної піддатливості ПС усього верстата в цілому. 
 
5.5 Математичне моделювання поверхонь статичної піддатливості 
пружної системи верстата в програмі MathCAD 
 
В більшості випадків обробки простих поверхонь деталей головні осі 
еліпсоїдів жорсткості (піддатливості) окремих вузлів співпадають з осями 
координат верстата, або паралельні їм (колінеарні).  
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На рисунку 5.19 показаний приклад вертикально-фрезерного верстату, на 
якому виконується обробка деталі без використання повороту осей. 
   
Рисунок 5.19  Розташування еліпсоїдів піддатливості підсистем інструмента 
(ЕППІ) і деталі (ЕППД) на вертикально-фрезерному верстаті без повороту осей 
 
Тут інструмент (кінцева фреза) закріплена в шпинделі, а деталь (заготовка) 
базується в пристосуванні на консольному столі. Тобто, використовуються два 
еліпсоїди піддатливості: підсистеми інструмента (ЕППІ) і підсистеми деталі 
(ЕППД), у відповідності до двох окремих підсистем верстата. Під час обробки 
різанням центри еліпсоїдів зближуються до практично співпадіння. 
Виконаємо математичне моделювання різних варіантів цих поверхонь. 
На рисунку 5.20 приведений протокол побудови поверхні, яку можна 
отримати з двох еліпсоїдів за вище розробленим алгоритмом. Отримана 
результуюча поверхня піддатливості ПС верстата вже зовсім не схожа на еліпсоїд. 
З рисунку 5.21 видно, що тільки фронтальна проекція нагадує за формою еліпсоїд, 
а інші суттєво відрізняються. При цьому співвідношення півосей еліпсоїдів 
приймалось таким: для першого - 1:2:3, для другого - 1:3:2. В реальності ці 
співвідношення можуть змінюватись в межах одного порядку (наприклад, 
відношення радіальної та осьової піддатливості шпинделя).  
На рисунку 5.22 приведені форми поверхонь, отримані для різних варіантів 
співвідношення осей еліпсоїдів.  
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Рисунок 5.20  Протокол побудови поверхні статичної піддатливості ПС 




Рисунок 5.21  Результуюча поверхня піддатливості ПС верстата 
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1:8:2:: 111 cba  
8:7:1:: 222 cba  
 
8:1:2:: 111 cba  
8:7:1:: 222 cba  
 
1:8:7:: 111 cba  
8:7:1:: 222 cba  
 
1:2:7:: 111 cba  
2:7:1:: 222 cba  
 
1:2:7:: 111 cba  
8:7:1:: 222 cba  
 
Рисунок 5.22  Формування поверхонь піддатливості ПС верстата з двох 
еліпсоїдів з різними співвідношеннями осей  111 :: cba  та  222 :: cba  
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1:2:7:: 111 cba  
8:1:1:: 222 cba  
 
2:1:2:: 111 cba  
8:4:1:: 222 cba  
 
2:1:2:: 111 cba  
1:7:1:: 222 cba  
 
1:2:7:: 111 cba  
8:4:1:: 222 cba  
 
8:7:1:: 111 cba  
5:1:6:: 222 cba  
 
Рисунок 5.22  (продовження) 
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При деяких інших видах обробки (наприклад, при обробці фасонних 
поверхонь) головні осі еліпсоїдів можуть бути не колінеарними. Воли можуть  
повертатись на різні кути, причому не тільки відносно глобальної координатної 
системи верстата, але й поміж собою. Особливо це розповсюджено у верстатах з 
поворотними головками, поворотними столами та 4-6 координатних верстатах з 
ЧПК і оброблювальних центрах.  
На рисунку 5.23 наведеній приклад вертикально-фрезерного верстату з ЧПК 
з додатковими поворотними координатами А і В. Тут поворотний стіл може 
повертатись на кут  навкруги осі Х, а поворотна шпиндельна головка – на кут  
навкруги осі Y. Одночасно з поворотами цих вузлів відбувається поворот 
відповідних еліпсоїдів жорсткості (або піддатливості) на ті ж самі кути.  
В таких конструкціях верстатів задача побудови результуючої поверхні 
жорсткості (піддатливості) дещо ускладнюється, тому що в загальному випадку 
слід враховувати усі можливі додаткові кути поворотів. 
   
Рисунок 5.23  Розташування еліпсоїдів піддатливості інструмента і деталі на 
вертикально-фрезерному верстаті з поворотом осей на кути  і  
 
На рисунку 5.24 приведений протокол побудови поверхні з довільними 
незалежними поворотами осей обох еліпсоїдів відносно глобальної системи 
координат верстата на кути 111 ;;   та 222 ;;   відповідно. При цьому 




Рисунок 5.24  Побудова поверхонь з двох еліпсоїдів з відносним 
поворотом на кут 30 
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5.6 Визначення поверхні статичної просторової піддатливості верстата  
Розрахункові та експериментальні дослідження анізотропії просторової 
жорсткості верстата проводились на базі спеціального багатоопераційного 
верстата-модуля типу обробляючий центр моделі ИР320ПМФ4, загальний вид 
якого зображений на рисунку 5.25 (фото і 3D-модель). 
  
Рисунок 5.25  Багатоцільовий верстат моделі ИР320ПМФ4 фото і 3D-модель 
 
Для проведення розрахункових досліджень і моделювання в системі 
SolidWorks-CosmosWorks за МСЕ створена спрощена 3D-модель ПС верстата 
ИР320ПМФ4 (без кожухів, електрошаф і інших) (рисунок 5.26-а). Розрахункова 
3D-модель ПС з мережею скінчених елементів показана на рисунку 5.26-б. 
  
                 а)                                                               б) 
Рисунок 5.26 ПС верстата ИР320ПМФ4: а) 3D-модель; б) розрахункова модель  
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Верстат закріплений жорсткими фіксаторами за станину до абсолютно 
жорсткої підлоги, що відповідає реальному встановленню на бетонній основі 
(підливка). ПС верстата навантажувалась в зоні різання силами, які діють як сили 
різання. При цьому розраховувались напруження, деформації і переміщення ПС 
та будувались картини напружень, деформацій і переміщень ПС.  
Для визначення анізотропії статичної піддатливості ПС проведені 
дослідження, при яких змінювався напрямок прикладення сил навантаження ПС в 
зоні різання з кутовим кроком 45º послідовно в двох площинах − XOY та YOZ. 
Сила прикладалась на консолі інструментальної оправки, а її реакція – в отворі 
оброблюваної деталі в протилежному напрямку. Величина сили в усіх 
розрахунках задавалась на постійному рівні (Р=10000Н).  
Величини переміщень у вибраних напрямках для оправки і деталі 
визначались шляхом зондування. Результати проведеного зондування показані на 
рисунках 5.27 та 5.28, а отримані данні про переміщення заданих точок ПС 
зведені в таблицю 5.6. 
При постійній величині діючої сили форма еліпса (еліпсоїда) піддатливості 
повністю повторює форму еліпса (еліпсоїда) переміщень. Тому задача побудови 
еліпсоїдів піддатливості фактично зводиться до побудови еліпсоїдів переміщень 
(з наступною заміною одиниць вимірювання). 
За результатами розрахункового експерименту побудовані криві 
переміщень заданих точок ПС та на їх основі − криві статичної піддатливості. 
Результати побудов показані на рисунках 5.29 та 5.30 для двох площин − XOY та 
YOZ відповідно. 
Криві піддатливостей за формою нагадують або коло, або деформовані 
(приталені) еліпси. Ці деформації (приталення) викликані тим, що осьова 
жорсткість шпинделя і ротору обертового столу практично на порядок більша за 
радіальну. При вирішенні задачі знаходження максимальних значень 
піддатливостей ПС приталення практично можна не враховувати, а для 




















Рисунок 5.27   Зондування переміщень інструмента і деталі в площині XOY 


















Рисунок 5.28  Зондування переміщень інструмента і деталі в площині YOZ 
верстата:   а) 0º;  б) 45º;  в) 90º;  г) 135º  д) 180º;  е) 225º;  ж) 270º;  з) 315º 
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Величина переміщення, мм 
В площині XOY В площині YOZ 
Деталь 
(точка m ) 
Оправка 
(точка n ) 
Деталь 
(точка m ) 
Оправка 
(точка n ) 
0 0,0281 0,2249 0,1394 0,0167 
45 0,1365 0,2266 0,2304 0,1653 
90 0,2241 0,2257 0,2240 0,2257 
135 0,1716 0,2237 0,2223 0,1538 
180 0,0274 0,2237 0,1394 0,0157 
225 0,1472 0,2246 0,2432 0,1653 
270 0,2240 0,2257 0,2240 0,2257 
315 0,1616 0,2250 0,2350 0,1541 
 
Як видно з виконаних побудов головні осі еліпсоїдів піддатливості будуть 
співпадати з осями координат верстата ИР320ПМФ4. 
В даній роботі необхідно побудувати два еліпсоїда піддатливості – для 
підсистем інструмента (точка n ) − nEL  і деталі (точка m ) − mEL . Вище було 
доведено, що по двох еліпсах (як проекціях еліпсоїда на координатні площини) 
можна побудувати сам еліпсоїд. Для цього необхідно знати величини його 
півосей. 
З побудов на рисунках 5.29 − 5.33 визначимо наступне.  
Еліпсоїд mEL - це еліпсоїд з півосями 2,3-1,25-1,8 (×10
-4
 мм/даН). 
Еліпсоїд nEL - це еліпсоїд обертання з півосями 2,3-2,3-1 (×10
-4
 мм/даН). 
На рисунку 5.31 побудовані (в проекціях) еліпсоїди статичної піддатливості 
для підсистем інструмента (точка n ) і деталі (точка m ). Їх розташування на 




                            а)                                                      б) 
Рисунок 5.29  Побудова кривих піддатливості деталі (а) та інструмента (б) в 
площині XOY верстата (масштаб 1:10-4 мм/даН) 
 
                             а)                                                     б) 
Рисунок 5.30  Побудова кривих піддатливості деталі (а) та інструмента 
(б) в площині YOZ верстата (масштаб 1:10-4 мм/даН) 
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На рисунку 5.33 приведена побудова результуючої поверхні, яка відображає 




Рисунок 5.31  Еліпсоїди статичної піддатливості двох підсистем верстата  




Рисунок 5.32  Розташування еліпсоїдів статичної піддатливості: 
а) на вузлах верстата (без різання); б) при різанні (в зоні різання) 
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Розташування поверхні статичної піддатливості на верстаті ИР320ПМФ4 
показано на рисунку 5.34 (в збільшеному масштабі 0.1 мкм/даН на 1 мм). 
  
  




Рисунок 5.34  Розташування поверхні статичної піддатливості на 
верстаті ИР320ПМФ4: а) каркасний варіант;  б) непрозорий варіант 
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5.7 Визначення поверхні динамічної просторової піддатливості верстата  
 
Під час різання статичні переміщення елементів ПС верстата збільшуються 
у відповідності до динамічної якості верстата. При наближенні до резонансних 
частот (зон) системи амплітуди коливань і, відповідно, переміщення елементів в 
зоні різання суттєво зростають (іноді більш ніж на порядок). При цьому 
проявляються динамічні властивості верстата, зокрема анізотропія динамічної 
піддатливості ПС в різних напрямках. Особливо це проявляється у збільшенні 
амплітуд коливань при обертанні вектору сили різання (наприклад, при розточних 
операціях), що відображається на динамічній точності обробки, зокрема на формі 
і якості поверхні оброблювальної деталі. 
Для аналізу динамічної точності верстата доцільно увести коефіцієнти 
динамічності (загальні чи по координатах головних осей жорсткості), які будемо 
отримувати експериментальним шляхом по АЧХ або АФЧХ ПС верстата.  
Коефіцієнт динамічності iKd  визначається як 
ПСii КАKd / ,     (5.11) 
де iА  - амплітуда динамічної піддатливості на i -й резонансній частоті 
динамічної системи;   ПСК  - статична піддатливість пружної системи. 
Коефіцієнти динамічності ПС змінюються в залежності від резонансної 
частоти, тому зазвичай виділяють їх максимальні значення, яких вони набувають 
на основних резонансних частотах системи. З цих значень визначають найбільше, 
яке і приймають за головний розрахунковий коефіцієнт динамічності Kd .  
Проте коефіцієнти динамічності Kd  можуть суттєво змінюватись в 
залежності від напрямку визначення динамічних характеристик, що доведено 
численними експериментальними дослідженнями. Тому їх часто визначають 
окремо по головних координатних осях верстата, як ZYX KdKdKd ,, . 
Для більш точного встановлення значень коефіцієнтів динамічності 
необхідно провести їх експериментальне визначення по АФЧХ ПС верстата.. 
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Для експериментального визначення АФЧХ верстата використовувався 
комплект підсилювальної і реєструючої апаратури, навантажувальні пристрої, 
вимірювальні перетворювачі, оснащення для їх розташування і фіксації і інше. 
Технічні засоби, які перевірені при численних динамічних дослідженнях, 
забезпечують достовірність визначення АФЧХ [63]. Типовий комплект 
вимірювальної, підсилювальної та реєструючої апаратури для зняття АФЧХ 
верстатів розроблений в «ЭНИМС» приведений в таблиці 5.7. Загальний вид та 
блок-схеми з'єднання апаратури для визначення АФЧХ і форм коливань верстатів 
та їх вузлів представлені на рисунку 5.35.  
Комплект підсилювальної і реєструючої апаратури має наступні якості: 
високу чутливість, велику роздільну здатність, безінерційність, стабільність, 
лінійність, широкий робочий частотний діапазон (20-1000 Гц).  
 









1 Джерело постійного струму ДПС ИПТ- 1 Оригінальний 
2 Генератор звуковий ГЗ ГЗ- 34  
 Частотомер цифровий ЧЦ Ч3-36  
3 Підсилювач потужності ПП ТУ-600  
4 Електромагнитний вібратор  ЕВ ЛДС-69.050 Оригінальний 
5 Датчик сили ДС  Оригінальний 
6 Інтегратор І  Оригінальний 
7 Мілівольтметр МВ В3-13 Оригінальний 
8 Датчик відносних коливань ДВК ЛДС-29  
9 Тензопідсилювач ТП УТ 4-1 4-х канальний 
10 Датчик абсолютних коливань ДАК КD-35a   
11 Підсилювач датчиків 
абсолютних коливань 
ПДАК  Оригінальний 3-х 
канальний 
12 Фазочутливий вольтметр ФЧВ В5-1  


































Рисунок 5.35  Вимірювальна апаратура:   а) загальний вид (фото);  
б) блок-схема з’єднання апаратури для зняття АФЧХ верстата;  
в) блок-схема з’єднання апаратури для зняття форм коливань верстата 
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При динамічних дослідженнях і випробуваннях металорізальних верстатів в 
якості навантажуючих пристроїв широко використовуються електромагнітні 
вібратори різних типів (контактні, безконтактні), які забезпечують створення 
достатніх навантажувальних зусиль на верстат, аналогічних силам різання. 
В даній роботі для створення навантажувального зусилля на ПС верстата 
використовувався електромагнітний вібратор ЛДС-69.050 [197]. 
Загальний вид та конструкція вібратора ЛДС-69.050 приведена на рисунку 
5.36-а. Вібратор ЛДС-69.050 створює зусилля навантаження за рахунок 
притягуючих електромагнітних сил, які через електромагнітний зазор (до 1мм) 
діють на оправку 9, закріплену в шпинделі. 
На рисунку 5.36-б показані схема градуювання і характеристика постійної 
сили вібратора ЛДС-69.050. Градуювання вібратора виконувалось безпосередньо 
на верстаті. Спочатку від джерела постійного струму ИПТ-1 на обмотку вібратора 
1 подавався електричний струм. При цьому на вібраторі створювалась постійна 
сила, яка притягувала оправку 2, викликаючи її деформацію. Величина 
деформації вимірювалась стрілочним індикатором 5. Потім за допомогою 
гвинтового домкрату 3 створювалась аналогічна постійна сила і відповідна 
деформація. Величина сили вимірювалась камертонним динамометром 4 по його 
індикатору і тарировочному графіку. Таким чином, експериментально 
встановлювалась залежність між силою електричного струму і постійною силою, 
яку створює вібратор. Градуїровочний графік має незначну нелінійність при 
малих струмах (до 1А), а далі він практично лінійний. Оптимальна робоча зона 
вібратора – 1.0-2.0А (40-100 даН).  
На рисунку 5.36-в показані схема градуювання змінної сили вібратора ЛДС-
69.050. Градуювання змінної сили вібратора виконувалось по графіку постійної 
сили. При цьому величини переміщень вимірювались за допомогою тензодатчика 
6 арочного типу (ЛДС-29), який разом з тензопідсилювачем УТ4-1 має лінійну 
характеристику (в робочому діапазоні частот). 
Спочатку постійною силою (до 100даН) викликалась деформація оправки, 
яка вимірювалась датчиком і фіксувалась на екрані осцилографа С1-15. Потім за 
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допомогою підсилювача ТУУ-600 задавався перемінний струм з частотою 20 Гц 








Рисунок 5.36  Електромагнітний  вібратор ЛДС-69.050 
а) конструкція вібратора;   б) схема градуювання постійної сили; 
в) схема градуювання змінної сили 
 239 
Сигнал з вимірювальної обмотки вібратора через інтегратор подавався на 
мілівольтметр В3-13 і одночасно на осцилограф. При цьому встановлювалась 
залежність між напругою і амплітудою перемінної сили. Градуїровочний графік 
має практично лінійну характеристику. Оптимальна робоча зона вібратора – 12-36 
мВ (10-30 даН).      
Для вимірювання переміщень і параметрів коливань використовувались 
датчики різних типів, показані на рисунку 5.37. 
 
 
Рисунок 5.37  Датчики лінійних переміщень (коливань) 
1 - тензодатчик відносних переміщень (коливань) ЛДС-29;  
2 – п’єзодатчик абсолютних коливань KD-35a 
 
В даній роботі відносні переміщення (коливання) двох близько 
розташованих елементів вимірювались тензодатчиком ЛДС-29 арочного типу, 
конструкція якого показана на рисунку 5.38-а. Головними перевагами датчика є: 
висока лінійність перетворень, простота градуювання (в статиці), лінійна частотна 
характеристика, відсутність амплітудних і фазових спотворень при знятті 
частотних характеристик. Недоліком датчика є вузький діапазон фіксованих 
переміщень (до 1-2мм). Датчик ЛДС-29 використовувався в якості еталонного при 
градуюванні інших датчиків коливань.  
Схема градуювання тензодатчика показана на рисунку 5.38-б. Градуювання 
виконується в статиці безпосередньо на верстаті за допомогою навантаження 
оправки домкратом. Переміщення оправки фіксуються на осцилографі і по 
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індикатору годинникового типу. За результатами градуювання складається  








Рисунок 5.38  Арочний тензодатчик ЛДС-29 
а) конструкція тензодатчика;     б) схема градуювання тензодатчика; 
б) градуїровочний графік тензодатчика 
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Для вимірювання абсолютних коливань застосовувались направлені 
п’єзоелектричні датчики абсолютних коливань KD-35a (Німеччина), конструкція 
яких показана на рисунку 5.39-а. Принцип роботи датчиків – динамічний, 
інерційної дії в режимі акселерометра, які на виході генерують сигнал напруги, 
пропорційний прискоренню об’єкту вимірювання. Для отримання сигналу 
переміщень з робочого сигналу необхідна його наступна обробка двократним 
інтегруванням у відповідних підсилювачах (інтегратораторах)  . 
Схема градуювання і градуїровочний графік п’єзодатчика приведені на 
рисунку 5.39-в,г відповідно. Графік має практично лінійну характеристику в 
частотному діапазоні 20-10000Гц. 
Головними перевагами датчика є: вузька направленість, мініатюрні розміри 
(24х28 мм), можливість встановлення  на різі, на магнітах, на віск. Основними 
недоліками датчика є: неможливість вимірювання статичних переміщень, 
наявність фазових похибок і похибок від поперечної направленості (рис.5.39-б).  
Експериментальні дослідження динамічних характеристик в робочій зоні 
верстата виконувались з метою визначення анізотропії жорсткості ПС, що 
безпосередньо впливає на динамічну точність обробки на верстаті, особливо на 
фінішних операціях (розточувальних, фрезерувальних, токарних).  
Методика досліджень базується на відомому методі детермінованого 
моногармонічного навантаження ПС верстата зовнішньою силою, прикладеною 
як сила різання, і вимірюванням реакції системи у вигляді переміщень робочих 
органів верстата [63]. При цьому визначаються динамічні характеристики у 
вигляді АФЧХ верстата . 
В зв’язку з тим, що при розточувальних операціях інструмент обертається 
навколо осі шпинделя і, відповідно, обертається діюча сила різання, то доцільно 
визначати жорсткість (чи піддатливість) ПС в різних напрямках (по колу та 
вздовж вісі шпинделя). 
З цією метою були розроблені спеціальні пристосування для розміщення і 








Рисунок 5.39   П’єзодатчик абсолютних коливань KD-35a 
а) конструкція;     б) діаграма поперечної направленості;  
в) схема градуювання;   г) амплітудно-частотна характеристика  
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Схема налагодження оснастки для зняття АФЧХ в робочому просторі 
верстата показана на рисунку 5.40. 
 
 
Рисунок 5.40  Схема налагодження для зняття АФЧХ верстата ИР320ПМФ4 
а)  у горизонтальному напрямку;    б)  у вертикальному напрямку  
 
Методика та необхідні пристосування передбачають можливість як 
навантаження ПС верстата зосередженою силою, так і вимірювання прискорень, 
швидкостей і переміщень (коливань) елементів конструкції в довільному 
напрямку тривимірного простору. На рисунку 5.40-а показана схема зняття 
характеристик у горизонтальному напрямку, на рисунку 5.40-б –– у 
вертикальному напрямку. 
Експериментальні дослідження по визначенню анізотропії динамічної 
жорсткості верстата ИР320ПМФ4 проводились в повній відповідності до 
методики [63], розробленої в «ЭНИМС». 
Навантаження ПС здійснювалось в різних напрямках за допомогою 
електромагнітного вібратора ЛДС-69.050, який закріплений на столі (палеті) 
верстата у спеціальному пристосуванні. Відносні коливання між столом і 
оправкою вимірювались датчиком відносних коливань ЛДС-29, а абсолютні 
коливання – п’єзодатчиками KD-35a.  
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На рисунку 5.41 показані приклади експериментальних АФЧХ ПС верстата 
ИР320ПМФ4, отриманих сумісно з аспірантом Костирко Д.Ю. 




W . Вона має наступні основні параметри: статична піддатливість 
даНмкмK xПС /1065.3








W . Вона має такі параметри: статична піддатливість 
даНмкмK yПС /103.4




Для осьової АФЧХ 
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Аналіз отриманих експериментальних характеристик показує, що статична 
піддатливість в різних напрямках (окрім осьового) відрізняється на 15-20% . 
Основні резонансні частоти ПС (40, 177, 287 Гц) практично залишаються 
незмінними, але їх амплітуди відрізняються суттєво. Коефіцієнти динамічності 
при зміненні напрямків навантажень досягають значень 1.9 і між собою 
відрізняються в межах 18-20%. 
Просторова жорсткість (піддатливість) ПС верстату в різних напрямках 
нерівномірна (до 5-20%) і в першому наближенні відповідає формі еліпсоїду.   
Анізотропія статичної жорсткості (піддатливості) верстата 
розповсюджується в різних напрямках робочої зони по формі близькій до 
деформованого еліпсоїда з головними осьовими жорсткостями 000 ,, zyx ссс  (або 
піддатливості 000 ,, zyx  ). Відповідні деформації ПС верстату від одиничних сил 






Рисунок 5.41  Експериментальні АФЧХ ПС верстата ИР320ПМФ4  
(масштаб графіків 1:2×10-3 мкм/даН): 
а) у горизонтальному напрямку (
x
Px






При динамічних режимах роботи верстата величина зростання статичної 
піддатливості залежить від частоти збурюючої сили, її наближення до 
резонансних частот системи і безпосередньо пов’язана з коефіцієнтами 
динамічності. Наприклад, для АФЧХ ПС верстата 
x
Px
W , яка показана на рисунку 
5.41-а, можна визначити резонансні (25-28, 35-45, 90-180, 250-290 Гц) і 
антирезонансні зони (38-35, 45-90, 180-250 Гц).  Для інших АФЧХ 
y
Py
W  і 
z
Pz
W  ці 
зони є аналогічними. В резонансних зонах амплітуди переміщень збільшуються і 
еліпсоїд піддатливості зростає. В антирезонансних зонах – навпаки зменшуються. 
Тобто, еліпсоїд жорсткості (піддатливості) верстата ИР320ПМФ4 в динаміці 
суттєво (майже в 2 рази) змінює свої розміри в залежності від частоти. 
Для оцінки динамічної анізотропії ПС пропонується застосовувати 
максимальні коефіцієнти динамічності, які проявляються на найбільших 
резонансах ПС. В даному випадку максимальні значення коефіцієнтів 
динамічності, які наведені вище, отримані на резонансних частотах 40 і 287 Гц.  
Основою для побудови поверхні динамічної піддатливості ПС верстата є 
поверхня статичної піддатливості, яка показана на рисунках 5.33 і 5.34. Поверхню 
динамічної піддатливості можна отримати за допомогою афінних перетворень 
поверхні статичної піддатливості, зокрема розтягненням її пропорційно 
величинам коефіцієнтів динамічності по осях координат − ZYX KdKdKd ,, . Для 
верстата ИР320ПМФ4 поверхня динамічної піддатливості будувалась з 
використанням коефіцієнтів динамічності по осях координат 
31.1,53.1,87.1  ZYX KdKdKd , які отримані експериментально (по АФЧХ).  
На рисунку 5.42 показана побудова поверхні динамічної піддатливості ПС 
верстата ИР320ПМФ4, а розташування її на верстаті − на рисунку 5.43. Масштаб 
зображення поверхні динамічної піддатливості складає 0.1 мкм/даН на 1 мм. 
Фактично поверхня динамічної піддатливості являє собою обмежуючу 
поверхню максимальної піддатливості верстата. Реальна піддатливість верстата 
може бути різною (в залежності від частоти), але її значення буде знаходитись в 





Рисунок 5.42  Побудова поверхні динамчної піддатливості верстата 




Рисунок 5.43  Поверхня динамічної піддатливості верстата ИР320ПМФ4 
а) каркасний варіант;  б) непрозорий варіант 
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При зміні параметрів ПС форма поверхонь також змінюється. Наприклад, на 
рисунку 5.44 показана побудова поверхні динамічної піддатливості ПС верстата 
після затягнення столу і збільшення в 1,5 рази вильоту оправки. При цьому 
змінились і коефіцієнти динамічності по осях координат 
79.1,5.2,5.3  ZYX KdKdKd . Величини піддатливості зросли в 2,3 рази, форма 




Рисунок 5.44  Побудова поверхні динамічної піддатливості ПС 





1. Проектування нових металорізальних верстатів доцільно виконувати в 
системах САПР з розробкою 3D-моделей конструкцій, що дозволяє підвищити 
якість визначення вихідних параметрів моделей і відповідно точність 
виконаних розрахунків при моделюванні. При цьому статичні і динамічні 
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розрахунки верстатів і їх вузлів можна проводити як традиційними методами, 
так і методом скінчених елементів. Розроблені методики динамічних 
розрахунків і приведені рекомендації дозволяють отримати достовірні 
динамічні характеристики і показники пружних систем верстатів і їх вузлів, 
зокрема статичну жорсткість, власні частоти коливань, форми коливань 
верстата на основних резонансних частотах, що підтверджено результатами 
експериментальних досліджень.  
2. Анізотропія просторової жорсткості ПС верстата безпосередньо впливає на 
точність обробки і визначає величини макро- і мікропохибок. Поверхню 
статичної просторової жорсткості пружної системи доцільно будувати на 
основі еліпсоїдів жорсткості основних підсистем (вузлів) верстату, пов’язаних 
з інструментом і заготовкою.  
3. При динамічних режимах роботи на точність обробки впливає динамічна 
якість верстата, яка зумовлює додаткові відтиснення інструмента від деталі і 
збільшення похибок обробки. Узагальненим показником такого збільшення є 
коефіцієнт динамічності. Поверхню динамічної піддатливості верстату 
доцільно будувати на основі поверхні статичної піддатливості з використанням 
коефіцієнтів динамічності по головних осях координат верстату. 
4. Поверхні статичної і динамічної піддатливості (жорсткості) повністю залежать 
від параметрів пружної системи. При зміні параметрів пружної системи форма 
і розміри поверхонь просторової жорсткості також змінюються.  
5. Розроблені методи побудови поверхонь статичної і динамічної піддатливості 
(жорсткості) верстату дозволяють на основі отриманих поверхонь оцінити і 
спрогнозувати точність оборобки деталей на верстаті при відомих 
навантаженнях від сил різання (межу досяжної точності), або для отримання 




ДОСЛІДЖЕННЯ ТОЧНОСТІ ОБРОБКИ НА ВЕРСТАТІ 
 
6.1 Математична модель динамічної системи верстата 
 
Метою математичного моделювання є отримання форм траєкторій руху 
різального інструменту при обробці на верстаті ИР320ПМФ4 з урахуванням 
анізотропії жорсткості (піддатливості) його ПС [60,69,116]. 
На відміну від кінематично розрахованих ідеальних геометричних 
траєкторій реальні траєкторії інструменту залежать від пружних характеристик 
ПС верстату і безпосередньо впливають на точність обробки на верстаті, зокрема 
формують геометричні розміри деталі та визначають макро- і мікропохибки. 
Виконаємо математичне моделювання динамічної піддатливості ПС 
верстата і визначимо види реальних прогнозованих траєкторій ріжучого 
інструменту відносно обробляємої деталі в системі MatLab-Simulink [68]. 
При моделюванні і аналізі доцільно розділяти статичний і динамічний 
режими обробки. Відповідно, необхідно розмежувати статичні та динамічні 
параметри і характеристики моделі. Також, слід розділити похибки обробки, що 
обумовлені статичними і динамічними параметрами системи. 
Для аналізу динаміки складної технічної системи верстата скористаємось 
діакоптичним підходом, зокрема поділом ПС на підсистеми, як це запропоновано 
в роботі [117]. Схема динамічної моделі повної ПС верстата показана на рисунку 
6.1-а. В загальному випадку її можна представити у вигляді багатьох парціальних 
коливальних підсистем (систем мас), пов’язаних пружно-демпфіруючими 
в’язями. В даному розділі динамічну модель будемо розглядати у вигляді трьох 
парціальних підсистем: інструмента (підсистема 1), деталі (підсистема 2) і несучої 
системи (підсистема 3). 
Підсистема 3 практично не впливає на відносні переміщення (коливання) 
між точками підсистем 1 і 2. Тому, з урахуванням положень розділу 2, для 
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моделювання траєкторії руху інструмента відносно деталі будемо 
використовувати спрощену динамічну модель ПС верстата (рисунок 6.1-б).  
Прийнята динамічна модель складається тільки з двох незалежних 
коливальних підсистем: інструмента (підсистема 1) і деталі (підсистема 2). Не 
зважаючи на спрощення, модель відображає основні закономірності формування 
траєкторії руху інструмента відносно деталі в процесі різання. Більш детально ця 








Рисунок 6.2  Динамічна модель ПС верстата з двох підсистем: 
 а) окремі підсистеми деталі і інструмента;  б) збіг підсистем (при різанні) 
 
Тут параметри підсистеми 1 позначені одним штрихом, а підсистеми 2 − 
двома штрихами. Кожна з двох підсистем має по однії приведеній до зони різання 
масі, яка розміщена в центрі еліпсоїда піддатливості відповідної підсистеми. В 
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загальному випадку приведені маси вздовж головних осей піддатливості мають 
різні значення (тобто zyx mmm 111  ), хоча тут це не принципово. При цьому 
кожна маса утримується пружно-демпфіруючими зв’язками, розташованими 
вздовж головних осей піддатливості відповідних підсистем.  
З представленої динамічної моделі верстата видно, що кожна з двох її 
підсистем складається з трьох ортогональних незалежних одномасових 
коливальних систем, які рухаються вздовж трьох головних осей еліпсоїда 
жорсткості. В загальному випадку головні осі обох еліпсоїдів не колінеарні.  
Під дією сил різання підсистеми і парціальні системи рухаються незалежно. 
Між ними існує тільки координатний зв’язок. Приклад лінійної координатної 
системи, або системи з нормальними координатами розглянуто в монографії [60]. 
Тут показано, що результуючий рух системи в заданому напрямку визначається за 
принципом суперпозиції лінійною комбінацією рухів окремих координат. 
Рух окремої коливальної  підсистеми описаний вище на прикладі ШВ. 
Рівняння руху динамічної моделі з двох незалежних коливальних підсистем 














   ,    (6.1) 
де перший індекс відноситься до підсистеми 1 інструмента (точка n ), а 
другий до підсистеми 2 деталі (точка m ). 














   .   (6.2) 
Діюча сила різання Р1 і її реакція Р2  направлені в протилежні боки. 
В загальному випадку головні осі піддатливості підсистем не колінеарні. 
Однак, завдяки конструкціям більшості верстатів, вони часто співпадають, 
причому як між собою, так і з осями головної системи координат верстату. 
Під час різання насамперед важливі переміщення в заданому напрямку  q  
інструмента відносно деталі (точки n  відносно точки m ) Зазвичай цим 
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напрямком є нормаль до оброблювальної поверхні. Тому для векторів  1q  і  2q  
необхідно визначити їх проекції на завданий напрямок, тобто 
  ]][[]][[ 1122 qMqMq
PP  ,       (6.3) 
де ][],[ 21
PP MM  - матриці відповідних поворотів векторів  1q  і  2q . 




















 .    (6.4) 




















 .  (6.5) 
З системи (6.62) чи (6.63) необхідно знайти невідомі переміщення  q . 
На основі проведеного математичного опису представленої динамічної 
моделі верстата виконаємо її математичне моделювання в системі MatLab-
Simulink при різних режимах і силових навантаженнях. 
 
6.2  Моделювання статичної піддатливості пружної системи верстата  
 
Виконаємо моделювання статичного стану повної системи верстата.  
Згідно прийнятої моделі (рисунок 6.1-б) повна ПС верстата містить дві 












 .      (6.6) 
На рисунку 6.3 показано моделювання цієї системи. Система навантажена 
двома обертальними силами 1P  і 2P , які рівні по модулю і направлені в протилежні 
боки. Кожна з підсистем під дією обертальних сил переміщується незалежно і 





                             б)                          в)                             г) 
 Рисунок 6.3  Моделювання двох окремих підсистем з обертальною силою: 
а) математична модель; б) графік траєкторії вектору обертальної сили;  
в) графік траєкторії вектору переміщень першої підсистеми; 
г) графік траєкторії вектору переміщень другої підсистеми 
 
Однак, при різанні на верстаті точність обробки визначають не стільки 
абсолютні, скільки відносні переміщення інструмента і деталі. Тому при 
моделюванні будемо знаходити відносні відтиснення інструменту від деталі 
згідно виразу (6.3). Математична модель для даного варіанту моделювання 
показана на рисунку 6.4, а результати моделювання приведені на рисунку 6.5. 
Фігура на рисунку 6.5-г відображає траєкторію вектору додаткових 
обертальних переміщень (в мкм) завдяки піддатливості ПС верстата.  
 255 
 





                            б)                             в)                               г) 
Рисунок 6.5  Результати моделювання ПС верстату з обертальною силою: 
а, б) осцилограми компонентів вектору переміщень; 
в) графік траєкторії вектору обертальної сили;  
г) графік траєкторії вектору обертальних переміщень 
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На початку моделювання всі піддатливості по осях OX  і OY  приймались 
рівними 10 мкм/Н, а по осі OZ  - на порядок менше (1 мкм/Н). В такому варіанті 
відтиснення в площині XOY  для будь-якого напрямку однакові і вектор відносних 
переміщень описує ідеальне коло.  
Зміна форми траєкторії в залежності від співвідношення піддатливостей 
(
00 / xy  ) однієї з підсистем верстату (першої) показані на рисунку 6.6.  
 
а)                                         б)                                          в) 
 
г)                                          д)                                          е) 
 
ж)                                        з)                                           и) 
Рисунок 6.6  Вплив співвідношення піддатливостей 
на відтиснення інструмента від деталі (форму траєкторій): 
а) 9:10; б) 8:10; в) 7:10; г) 6:10; д) 5:10; е) 4:10; ж) 3:10; з) 2:10; и) 1:10 
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В процесі моделювання зменшувалась піддатливість 
0y  з кроком 10%., що 
змінювало співвідношення піддатливостей по ряду від 10:10 до 1:10. При цьому 
форма траєкторії відтиску змінювалась в такій послідовності “коло − овал − 
вісімка”. Ці відтиски формують траєкторію ріжучого інструменту. При 
збільшенні піддатливість 
0y  з кроком 10% співвідношення піддатливостей 
змінювалось по такому ряду 11:10, 12:10, … , 19:10 (рисунок 6.7). 
 
 
а)                                         б)                                          в) 
 
г)                                          д)                                          е) 
 
ж)                                        з)                                           и) 
Рисунок 6.7  Вплив співвідношення піддатливостей на відтиснення 
інструмента від деталі (форму траєкторій):     а) 11:10;  б) 12:10;  в) 13:10;  
г) 14:10;  д) 15:10;  е) 16:10;  ж) 17:10;  з) 18:10;  и) 19:10 
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При подальшому збільшенні піддатливість 
0y  деформації також зростають, 
а траєкторія ще більше перетворюється на лежачу вісімку. Якщо замість 
0y  
змінювати піддатливість по іншій осі 0x , то картина буде аналогічною. 
Представлені графіки траєкторій відтиснення інструмента від деталі 
отримані за умови змінення піддатливості тільки для однієї з головних осей 
одного з еліпсоїдів піддатливості. При зміні піддатливостей по інших осях форми 
траєкторій можуть суттєво змінюватись. На рисунку 6.8 показано формування 
траєкторій при синхронній зміні в кожній з підсистем піддатливості однієї з 
головних осей еліпсоїду жорсткості. При цьому варіативні осі між собою 
ортогональні. Як видно з графіків зі збільшенням нерівножорсткості одночасно 
для двох еліпсоїдів форма траєкторії поступово змінюється від кола до “огранки” 
(“чотиригранки”). Крім того величина відтиснення зростає значно інтенсивніше 
(навіть з’явилась необхідність змінити масштаб графіків). 
 
 
              а)                               б)                               в)                                г) 
 
                д)                              е)                            ж)                                з)  
Рисунок 6.8  Вплив співвідношення піддатливостей двох еліпсоїдів  
 на форму траєкторії інструмента (масштаби графіків різні) 
а) 1:10; б) 2:10; в) 3:10; г) 4:10; д) 5:10; е) 6:10; ж) 7:10; з) 8:10 
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При різанні напрямки вектору сили різання і нормалі до оброблюваної 
поверхні не співпадають. Зазвичай кут між ними складає приблизно від 30º до 75º. 
Для моделювання з урахуванням цього кута в модель уведена константа DopFI, 
значення якої задається в градусах. На рисунку 6.9 показані повороти траєкторії 
на різні кути відносно напряму діючої сили.  
 
              а)                               б)                               в)                                г) 
Рисунок 6.9  Повороти траєкторії відносно напряму вектору сили:  
а) 0º;     б) 30º;     в) 60º;     г) 90º 
 
Слід підкреслити, що отримані форми відтиснень інструменту від деталі не є 
траєкторією інструменту, а лише додаткові відхилення від номінального діаметру 
обробки, які зумовлюють похибки обробки на верстаті. Для визначення 
прогнозованої реальної траєкторії до номінального діаметру слід додати величину 
відтиснення інструменту (в тому ж напрямку), як це показано, на рисунку 6.10. 
 
Рисунок 6.10  Схема формування (побудови) прогнозованої реальної 
траєкторії інструменту відносно ідеального контуру деталі 
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6.3 Моделювання динамічної піддатливості пружної системи верстата 
 
Згідно прийнятої динамічної моделі (рисунок 6.2) повна ПС верстата 
складається з двох підсистем: інструмента і деталі, математичний опис якої 
поданий залежностями (6.1) − (6.5).  





                  б)                             в)                              г)                            д) 
Рисунок 6.11   Моделювання шестимасової коливальної системи:  
а) модель системи;    б) зміна проекцій сил; в) перехідна характеристика;  
г) зміна проекцій сил;   д) гармонійна характеристика  
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Шестимасова коливальна система складена з двох трьохмасових 
коливальних підсистем, причому на виході моделюються відносні коливання між 
інструментом і деталлю. Моделі кожної з підсистем мають різні значення 
жорсткостей (піддатливостей), відповідно до їх еліпсоїдів. Для визначення 
перехідних характеристик (рисунок 6.11-в) в моделі використовується блок STEP, 
а для гармонійних (рисунок 6.11-д) − Signal Generator. 
Для отримання частотних динамічних характеристик моделі (в формі АФЧХ 
і інших) складемо структурну схему шестимасової коливальної системи. Ця схема 
показана на рисунку 6.12 (на схемі оператор Лапласа p позначений літерою s). 











































































.   (6.7) 
Для побудови частотних характеристик у командному вікні програми 




Рисунок 6.12   Структурна схема шестимасової коливальної системи 
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Основні характеристики системи (перехідна; частотні: діаграми Боде; 
Найквіста, Ніколса) показані на рисунку 6.13. Аналіз цих характеристик показує, 




Рисунок 6.13  Вихідні характеристики шестимасової коливальної системи:  
перехідна; діаграма Боде; діаграма Найквіста; діаграма Ніколса (відповідно) 
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Математична модель шестимасової системи з обертальним вектором сили 
показана на рисунку 6.14.  
На рисунках 6.15 і 6.16 приведений приклад дії на систему обертальної сили. 
 
 
Рисунок 6.14  Модель шестимасової системи з обертальною силою 
 
 
                      а)                                   б)                                     в) 
Рисунок 6.15  Осцилограми обертальної сили і відносних переміщень 





Рисунок 6.16  Траєкторії обертальної сили (а) і відносних переміщень (б) 
 
При зміненні демпфірування в системі на траєкторіях проявляються її 
динамічні властивості. Приклади траєкторій для різних частот наведені на 
рисунку 6.17. На частоті 5Гц присутній резонанс для однієї з парціальних систем.  
 
   
а) б) в) 
   
г) д) е) 
Рисунок 6.17  Траєкторії відносних переміщень при різних значеннях 
частоти:   а) 1Гц;  б) 2Гц;  в) 5Гц  г) 10Гц;  д) 15Гц;  е) 20Гц 
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При обробці на верстаті динамічна складова діючої сили змінюється в часі 
випадково. При моделюванні додаткових переміщень застосовуються блоки 
Random Number та Band-Limited White Noise. Випадкова складова сили 
змінюється в діапазоні Р=±300Н. На рисунку 6.18 показані осцилограми 
формування випадкової сили і відносних переміщень, а на рисунку 6.19 зображені 
відповідні траєкторії при обертанні сили навколо осі Z. 
 
 
                      а)                                         б)                                         в) 
Рисунок 6.18  Осцилограми формування випадкової обертальної сили і 
відносних переміщень:  




Рисунок 6.19  Траєкторії випадкової обертальної сили (а) і відносних 
переміщень (б) 
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На рисунку 6.20 показані побудови реальних прогнозованих траєкторій 
різального інструменту відносно деталі (номінального діаметру обробки) при 
гармонійних (рис. 6.20-а) і випадкових (рис. 6.20-б) коливаннях (переміщеннях) 
під дією відповідної сили (змінної складової). При наявності резонансів в системі 
ці траєкторії мають ще більш виражені відхилення, що безпосередньо впливає на 






Рисунок 6.20  Реальні траєкторії різального інструменту відносно деталі 
при гармонійних (а) і випадкових (б) коливаннях (переміщеннях) 
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6.4  Експериментальне дослідження точності обробки на верстаті  
 
Метою експериментального дослідження є підтвердження впливу 
анізотропії піддатливості ПС на точність обробки на верстаті ИР320ПМФ4. 
Для цього на верстаті виконувалась обробка експериментальних зразків 
деталей з виконанням свердлильно-розточувальних і фрезерувальних операцій.  








Рисунок 6.21  Експериментальні зразки оброблюваних деталей  
а) тестова деталь 1;    б) тестова деталь 2 
 





Рисунок 6.22  Обробка деталі на верстаті ИР320ПМФ4 
а) робоча зона верстата;  б) розміщення деталі в пристосуванні 
 
Заготовка закріплювалась на верстаті в універсальному пристосуванні (типу 
“лещата”), яке встановлене на дзеркалі стола-супутника (палети) обробляючого 
центру. Обробка заготовки виконувалась за спеціально розробленою керуючою 
програмою. Текст програми для верстата з ЧПК мод. ИР320ПМФ4 наведений в 
додатку К. 
Після обробки на верстаті виконувалось вимірювання відхилень оброблених 
поверхонь деталі від номінальних розмірів (похибки обробки). Вимірювання 
деталей виконувалось за допомогою кругломіра мод.290. Загальний вид 
кругломіра показаний на рисунку 6.23-а. Попередньо виконувалось налаштування 
(юстірувкання) кругломіра по еталону (рисунок 6.23-б). 
Типові круглограми оброблених тестових деталей при тонкому розточуванні 
отвору  діаметром 46мм приведені на рисунку 6.24.  
Представлені круглограми отримані при коефіцієнті збільшення 1000. Вони 
мають виражені відхилення форми поверхонь від круглості у вигляді еліпсності, 
овальності та огранки. Виконаємо графічну і математичну обробку усіх 




Рисунок 6.23  Вимірювання похибок обробки: 
а) кругломір мод.290;  б) налаштування вимірювання (по еталону) 
 
   
Рисунок 6.24  Типові круглограми поверхонь оброблених деталей: 
 
Відповідно міжнародному стандарту ISO 12181-1:2011 оцінка відхилення 
форми від круглості проводиться від різних баз: середньої, внутрішньої чи  
зовнішньої прилеглих окружностей, кільцевої зони мінімальної ширини [201]. 
Для аналізу точності обробки і визначення величин відхилень на рисунку 
6.25-а на круглограмах визначені прилеглі окружності мінімального та 








Рисунок 6.25  До аналізу круглограм тестових деталей: 
а) визначення параметрів круглограми; б) визначення еліпсності; 
в) вихідна круглограма; г) мережа дискретизації відліку; 
д) апроксимація круглограми кубічними сплайн-функціями 
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Ширина кільцевої зони визначається як 
minmax RR  ,     (6.8) 
де  minmax ,RR  –  максимальний и  мінімальний радіуси  профілю деталі. 
За цими радіусами визначений усереднений радіус профілю 
0RRср  . 
Ширина кільцевої зони, яка визначена з круглограм, складає 7…15мкм. 
Знаючи усі радіуси, можна визначити величину еліпсності і побудувати 
відповідний “мінімаксний” еліпс (рисунок 6.25-б). 
Відносно прилеглої внутрішньої окружності визначено усереднене 
відхилення (математичне сподівання) відхилень від круглості Rm оброблених 
поверхонь зразків-виробів, яке складає близько 3,5..7мкм.  
Також на поверхнях присутня хвилястість з амплітудою до 4мкм і періодом 
по куту повороту 4…8º. При обробці на частоті обертання шпинделя верстата  600 
хв-1 період хвилястості в часі складає 0,0011...0,0026 с, що відповідає частотам 
300...800 Гц.  
Математичний опис форми обробленої поверхні виконувався шляхом 
дискретизації отриманих круглограм та подальшої їх апроксимації (з 
інтерполяцією) кубічними сплайн-функціями. Покажемо методику на прикладі 
однієї круглограми. 
Для дискретизації круглограми в пакеті KOMPAS-3D (рисунок 6.25-в) від її 
центру накладалась мережа радіальних промінів з постійним кроком по куту через 
0,25° (рисунок 6.25-г). За допомогою кривих Безь’є на круглограму наносився 
замкнений сплайн-контур, який повторював профіль круглограми (без розривів і 
розмиття ліній).  На кожному проміні визначались точки перетину проміню з 
сплайн-контуром (рисунок 6.25-д), які слугували в якості опорних точок сплайну. 
Засобами вбудованого графічного калькулятора пакета KOMPAS-3D 
здійснювались виміри полярних координат усіх опорних точок.  Для кожної i -ї 
точки визначено її полярний радіус iR  та полярний кут i . Для кожної 
обробленої круглограми були зняті координати 1440 точок контура, які 
відповідають дискретному опису даної круглограми. 
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Для завдання математичного  опису форми  обробленої поверхні 
функціональною залежністю в пакеті MathCAD на основі дискретних значень 
ординат здійснена апроксимація контуру круглограми кубічними  сплайнами. На 













xxbaxS  ,    (6.9) 
де  iiii dcba ,,,  - коефіцієнти сплайну, визначені на даному відрізку. 
Перевагою кубічних сплайнів є гладкість функції без зламів і розривів (існує 
друга похідна), що дозволяє виконувати якісну інтерполяцію між дискретними 
значеннями вимірів відхилень. 
На рисунку 6.26-а представлений фрагмент протоколу розрахунків сплайн-
апроксимаціїї та інтерполяції круглограм. При обчисленнях сплайнів в пакеті 
MathCAD використовувались вбудовані функції cspline,  interp. На рисунках 6.26-
б,в показані колова діаграма дискретних значень відхилень  iR в функції кута 
i  та колова діаграма сплайн-функції )(xY . Розгортка графіка сплайн-функції 
)(xY  приведена на рисунку 6.26-г.  
З представлених графіків видно, що для даної круглограми максимальні 
значення відхилень профілю від ідеальної окружності не перевищують 4мкм по 
радіусу. При цьому амплітуди мікроколивань відхилень, що накладені на основну 
гармоніку, не перевищують 2,4 мкм.  
З метою аналізу частотного складу круглограм здійснено їх спектральний 
аналіз на основі математичного опису контуру заданих поверхонь [115,116]. 
Математичний опис контуру виконано за допомогою ряду Фур’є, який 
складений з n  гармонік. Форма контуру круглограми обробленої поверхні може 











R   

,     (6.10) 
де 0R  - постійне (усереднене) значення радіус-вектору; 
 k  - номер гармоніки; 









Рисунок 6.26  До аналізу круглограм (сплайн-апроксимація): 
а) фрагмент протоколу розрахунків; б) дискретизація круглограми; 
в) апроксимація сплайн-функцією; г) розгортка сплайн-функції 
 274 
 k  - початкова фаза гармоніки; 
 0  - базове значення кругової частоти, T/20   . 
Для розкладу в ряд Фур’є в пакеті MathCAD застосована вбудована функція 
дискретного швидкого перетворення Фур’є – FFT (CFFT в іншому нормуванні). 
Фрагмент протоколу даного розрахунку приведений на рисунку 6.27-а. В 
результаті отримали набір комплексних коефіцієнтів усіх складових гармонік F. В 
наведеному прикладі розраховано 80 перших гармонік з ряду. На основі цих 
розрахунків побудовані спектрограми амплітуд фаз, які показані на рисунку 6.27-
б [117].   
На представленому спектрі амплітуд суттєвими є амплітуди перших п’яти 
гармонік, показаних у збільшеному вигляді на рисунку 6.85-в. Ці гармоніки 
визначають похибки макрогеометрії оброблених поверхонь. 
Найбільше значення має перша гармоніка (номер 0), яка характеризує 
постійне зміщення (ексцентриситет) контуру обробленої поверхні. Також в 
спектрі наявні гармоніки, що характеризують огранювання поверхні, причому 
найбільші амплітуди мають друга і четверта гармоніки (з номерами 1 і 3). Друга 
гармоніка характеризує еліпсність контуру, а четверта - чотиригранку. З графіку 
видно, що для цієї круглограми амплітуда овальності домінує і практично в 3 рази 
перевищує амплітуду огранювання. Інші гармоніки мають суттєво менші 
амплітуди і практично не впливають на форму обробленої деталі, а лише 
визначають шорсткість її поверхонь (мікрогеометрію).  
Формування огранювання контурів поверхонь оброблених деталей з числом 
граней 2 (овальність) та 4 (чотиригранка) пояснюється відповідним 
розташуванням еліпсоїдів жорсткості (піддатливості) підсистем ШВ і 
поворотного столу верстата та величинами жорсткостей (піддатливостей) цих 
еліпсоїдів.  
В залежності від просторової жорсткості верстата (величин та розташування 
еліпсоїдів жорсткості (піддатливості) підсистем) типові круглограми можуть мати 
різні спектри амплітуд, що призводить до різних макропохибок і відображається 








Рисунок 6.27  До аналізу круглограм (спектральний аналіз): 
а) фрагмент протоколу розрахунку;  
б) амплітудний та фазовий спектри круглограми; 
 г) основні п’ять гармонік амплітудного спектру  
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На рисунку 6.28 представлені основні варіанти базових гармонік спектрів 













Рисунок 6.28  Варіанти  спектрів (базових гармонік):  
а) домінування амплітуди  другої гармоніки (еліпс);   
б) домінування амплітуди  четвертої гармоніки (чотиригранка);   
в) рівнозначність амплітуд  другої та четвертої гармонік (овал) 
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В першому варіанті спектру (рисунок 6.28-а) найбільшу амплітуду має друга 
гармоніка, яка позначені номером 2. Тут на формі обробленої поверхні домінує 
еліпсність, якій відповідає зображена типова круглограма.  
В другому варіанті (рисунок 6.28-б) найбільшу амплітуду має четверта 
гармоніка, яка позначені номером 4. Для варіанту цього спектру характерна 
форма поверхні у вигляді огранки, зокрема “чотиригранка” (з відповідною 
типовою круглограмою). 
В третьому варіанті (рисунок 6.28-в) присутні рівнозначні за величиною 
амплітуди другої (номер 2) і четвертої (номер 4) гармонік. В цьому разі форма 
поверхні схожа на овал (витягнутий чотириграник), якому також відповідає 
приведена типова круглограма. 
За результатами вимірювання оброблених деталей встановлено наступне: 
- аналіз більшості круглограм свідчить про наявність некруглості оброблених 
поверхонь величиною до 0.01-0.015мм, причому з них переважають 
чотиригранка (рисунок 6.28-б) або овальність (рисунок 6.28-в); 
- овальність у вертикальному напрямку має співвідношення максимальних до 
мінімальних відхилень до трьох разів (2,73:1); 
- точність верстата у вертикальному напрямку не відповідає заявленій в 
технічній документації і складає 0.012мм замість 0.001мм; 
- огранювання контурів поверхонь оброблених деталей (овальність та огранка) 
залежить від величини жорсткості (піддатливості) та взаємного розташування 
еліпсоїдів жорсткості (піддатливості) підсистем ШВ і поворотного столу 
верстата. 
Проведені експериментальні дослідження аналізу точності обробки на 
верстаті мод ИР320ПМФ4 підтвердили висновки як теоретичних розробок, так і 
здійсненого розрахункового моделювання верстата щодо впливу на точність 
обробки анізотропії просторової жорсткості верстата, зокрема еліпсоїдів 





1. Моделюванням піддатливості пружної системи при розточувальній операції 
встановлено вплив анізотропії просторової жорсткості верстата на відтиснення 
інструмента від деталі в процесі обробки. Анізотропія   зумовлює різні 
відхилення різального інструменту від ідеальної траєкторії та появу похибок 
обробки, які визначають геометричну форму деталей. 
2. Макропохибки обробки суттєво залежать від жорсткісних параметрів ПС 
верстата, зокрема від еліпсоїдів статичної жорсткості (піддатливості) 
підсистем інструмента і деталі. При відхиленнях від рівножорсткості в однієї з 
підсистем траєкторія має форму овалу, а при більших значеннях – “вісімки”. 
При наявності значної різножорсткості в обох підсистемах форма траєкторій 
відтиснення інструменту може змінюватись від кола до “чотиригранки”. При 
різних комбінаціях параметрів еліпсоїдів жорсткості можливі і інші форми 
траєкторій і, відповідно форми деталей. 
3. При обробці деталі на верстаті на статичні відхилення, які формують 
макропохибки обробки (овальність, огранення і інші), накладаються також 
додаткові динамічні відхилення, які формують мікрогеометрію обробної 
поверхні (хвилястість, шорсткість і інші). Величини динамічних відхилень 
суттєво залежать від дисипативних властивостей ПС верстата. Зі зменшенням 
демпфіруючої здатності ПС верстата ці відхилення зростають, особливо це 
суттєво при наближенні до резонансних зон.  
4. Експериментальні дослідження при розточуванні зразків на верстаті 
ИР320ПМФ4 та проведений спектральний аналіз отриманих круглограм 
оброблених поверхонь підтвердили наявність статичної і динамічної 
анізотропії жорсткісних характеристик пружної системи верстату до 14-20%, 
що обумовило появу похибок обробки поверхонь тестових деталей, зокрема 
овальності отворів в межах 0,007 – 0,015 мм. 
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РОЗДІЛ 7 
ТЕХНОЛОГІЧНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ТОЧНОСТІ ОБРОБКИ 
ДЕТАЛЕЙ МОБІЛЬНИМ ВЕРСТАТОМ-РОБОТОМ 
 
 
На основі застосування розробленої методології оцінки статичних і 
динамічних параметрів пружної системи верстата по частинах запропоновано 
нову концепцію побудови мобільного дистанційно керованого роботизованого 
верстатного комплексу на основі механізмів паралельної структури типу 
«гексапод» для обробки небезпечних об’єктів в польових умовах. 
 
 
7.1 Мобільний дистанційно-керований роботизований комплекс для 
обробки небезпечних об’єктів в польових умовах  
 
З практики проведення інженерних робіт в зоні анти терористичної операції 
встановлено, що існує важлива науково-технічна проблема високоточної 
механічної та інженерно-фізичної обробки небезпечних військових об’єктів у 
польових умовах для підготовки небезпечних об’єктів, у тому числі для 
підготовки їх до подальшого знешкодження. Розробка комплексів для обробки 
небезпечних об’єктів у польових умовах має важливе значення для збереження 
життя особового складу. 
До небезпечних об’єктів відносяться: авіаційні бомби, артилерійські 
снаряди і міни, що не розірвалися, ємності з радіоактивними або токсичними 
матеріалами, трубопроводи та резервуари під тиском, зокрема ємності з 
пошкодженнями, що супроводжуються витоками рідких і газоподібних отруйних 
речовин та інші. Як правило, ці об’єкти мають забруднення, орієнтовані 
довільним чином і часто  не допускають переміщення. 
Високоточна обробка необхідна для проведення підготовчих операцій до 
транспортування об’єктів, визначення їх стану та ступеня небезпечності або для 
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знешкодження об’єктів на місці. Розробка таких пристроїв орієнтована на 
одержання прикладних результатів подвійного використання. 
Освоєння виробництва мобільних комплексів для високоточної обробки 
небезпечних об’єктів радикально змінює організацію та проведення польових 
робіт з ліквідації надзвичайних ситуацій, ремонту військової техніки, утилізації 
вибухонебезпечних об’єктів, токсичних та радіоактивних речовин. Дистанційна 
обробка небезпечних об’єктів у польових умовах зберігає життя саперам, 
ліквідаторам наслідків надзвичайних ситуацій та іншим фахівцям. Тому розробка 
засобів високоточної обробки небезпечних об’єктів у польових умовах є 
актуальною. Вона в загальному вигляді включає розробку автоматизованих 
мобільних комплексів на основі систем верстат-робот, які забезпечують 
високоточну обробку об’єктів у польових умовах при дистанційному керуванні 
комплексом. 
В останніх дослідженнях і публікаціях наведено ряд конструкцій верстатів-
роботів, призначених для обробки деталей [103]. Вони реалізовані на основі 
механізмів із паралельними кінематичними структурами [102]. Дані механізми 
мають низьку енерго- та матеріалоємність. Тому їх можливо і доцільно 
використати для високоточної обробки об’єктів у польових умовах.  
В ряді публікацій [37,66] наведено пристрої агрегатно-модульного типу, 
призначені для обробки деталей в обмеженому просторі. Але верстати такого 
типу мають недостатню жорсткість несучої системи. Дослідження окремих 
авторів направлені на підвищення точності обробки на цих слабкожорстких 
верстатах [49,50,110]. Звичайно для цього застосовуються спеціальні системи 
вимірів положення інструмента. 
На даний час не існує мобільних комплексів для високоточної обробки 
небезпечних об’єктів в польових умовах, відсутні теоретичні обґрунтування 
розробок та дослідження, що направлені на створення мобільних комплексів. 
Метою досліджень є теоретичне обґрунтування побудови мобільного 
комплексу у вигляді верстата-робота для забезпечення високоточної обробки 
небезпечних об’єктів у польових умовах. 
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7.2 Концепція побудови роботизованого комплексу 
 
Проблему обробки небезпечних об’єктів у польових умовах пропонується 
вирішити за допомогою мобільних верстатів-роботів з числовим програмним 
керуванням (ЧПК), виконаних на основі механізмів паралельної структури типу 
«гексапод».  
В процесі досліджень розроблена концепція побудови роботизованого 
комплексу для обробки небезпечних військових об’єктів у польових умовах. 
Основою концепції є застосування для обробки слабкожорстких верстатів з 
паралельними кінематичними структурами. Слабкожорсткий верстат виконує 
функцію переміщення виконавчого органу в просторі біля небезпечного об’єкта. 
При цьому здійснюється огляд об’єкта, його очищення від бруду. За допомогою 
лазерних сканерів будується твердотільна модель об’єкта і розробляється 
стратегія обробки. 
В залежності від поставленої задачі можуть використовуватись різни види 
пристроїв, які застосовуються як для ідентифікації об’єкту, так і для його 
обробки.  
Зокрема, пристрої для огляду об’єкта:  
- відеокамери, лазерні сканери, вимірювальні щупи;  
- різні тактильні пристрої,  
- аналізатори хімічного складу, твердості та інших властивостей об’єкта.  
Пропонуються також пристрої очищення об’єкта, зокрема піскоструменеві 
та гідроструменеві. Як додаткові пропонуються роботомеханічні пристрої типу 
автоматизованих ключів, викруток, поворотних лещат. Можливе застосування 
гідравлічних пресових пристроїв для видавлювання, гнуття та різання, прошивки 
отворів, тощо. 
В функції стрижневої системи верстата входить переміщення виконавчого 
органу в необхідну точку оброблюваного об’єкта і забезпечення можливості 
закріплення на об’єкті захватів маніпулятора. 
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Таким чином запропонована концепція реалізується при використанні 
обладнання, що має малу жорсткість із додатковими пристроями. В якості таких 
пристроїв використовуються маніпулятори високої жорсткості, які 
встановлюються безпосередньо на об’єкті. 
Високоточна обробка небезпечних об’єктів потребує розробки спеціальної 
стратегії. Вона включає збір інформації про об’єкт із описом його форми і 
розташування. Для цього передбачаються методи лазерної локації із скануванням 
об’єкта та побудови його твердотільної моделі у визначеній абсолютній системі 
координат, пов’язаній із об’єктом. Спочатку визначають розміри і розташування 
об’єкта у вихідній системі координат. При цьому встановлюють реперні точки на 
об’єкті і виконують фіксацію платформи верстата за допомогою жорстких 
захватів безпосередньо на об’єкті. Після цього здійснюють перехід до базової 
системи координат, пов’язаної з об’єктом. В подальшому обробку здійснюють за 
допомогою систем ЧПК верстата програмованими траєкторіями, визначеними в 
базовій системі координат. 
Запропонована концепція високоточної обробки в умовах недостатньої 
інформації про об’єкт спирається на наявний досвід побудови твердотільних 
моделей та використання їх для формування стратегії обробки деталей на 
верстатах з ЧПК. Відмінність запропонованої концепції полягає у використанні 
системи координат, прив’язаної до об’єкта, а не до системи координат верстата, 
як це робиться при традиційній обробці деталей. 
Високоточна обробка здійснюється різними методами. Пропонуються до 
застосування різноманітні пристрої для реалізації інженерно-фізичних методів 
обробки. Зокрема, різаки газові, різаки плазмові, різаки лазерні, зварювальні 
апарати для точкового зварювання, газового та електрозварювання. 
Всі пристрої є комплектними і можуть змінюватись автоматично. Вибір 
виду пристрою здійснюється оператором (дистанційно) відповідно до 
технологічного процесу. 
Основним методом обробки планується високоточна механічна обробка 
(7...9 квалітет точності). Для механічної обробки об’єкта пропонуються 
 283 
шпиндельні головки з одним або декількома шпинделями, призначеними для 
установки різних інструментів: дискових пил, фрез, свердел, мітчиків та інших. 
Можливе використання щіток та голкофрез для очищення поверхонь. 
Запропонована концепція реалізована при розробці дослідного зразка 
верстата-робота, що є основою мобільного роботизованого комплексу. 
Принципова схема мобільного роботизованого верстатного комплексу зображена 
на рисунку 7.1.  
 
 
Рисунок 7.1  Мобільний дистанційно керований комплекс на основі 
верстата-робота з паралельними кінематичними структурами  
 
Комплекс базується на причепній мобільній платформі 1. Він оснащений 
власною системою наладки і живлення 2. В робочому положенні мобільна 
платформа фіксується за допомогою висувних опор 3. На платформі розміщується 
поворотна ферма 4 основи верстата-робота, яка встановлюється у робоче 
положення телескопічними підйомниками 5 і фіксується за допомогою жорстких 
упорів 6. На фермі змонтовано верстат-робот 7 з паралельними кінематичними 
структурами, виконаними за схемою «гексапод». Виконавчий орган верстата-
робота 8 оснащений пристроєм та інструментом для обробки небезпечного 
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об’єкту 9. При необхідності автоматично можуть бути встановлені додаткові 
пристрої і інструменти з магазину пристроїв 10. Також на верстаті-роботі 
розташовані елементи системи відеоспостереження та лазерної локації 11. 
Дистанційне керування комплексом здійснюється на основі відеоспостережень за 
допомогою виносного пульту дистанційного керування 12 оператором, який 
захищений захисною спорудою 13 (або в інший спосіб). 
Несуча система верстата-робота складається із стрижневих просторових 
механізмів. Вона автоматично змінює свою конфігурацію (самоформується) і 
адаптується до оброблюваного об’єкту (рисунок 7.2).  
 
 
Рисунок 7.2  Кінематична схема мобільного верстата-робота 
 
Розроблений верстат має шість штанг змінної довжини з пневмо- та 
електроприводами, які закріплені на основі верстату 1.  
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Кожна з штанг 2 верстата має дискретний пневмопривод 3, який дозволяє в 
разі необхідності збільшувати довжину штанги.  
Електропривод штанги керується системою ЧПК і містить електродвигун 4, 
який зубчатою пасовою передачею 5 з’єднаний з поворотною гайкою 6, яка 
переміщує гвинт 7. Виконавчий пристрій встановлено на рамці 8, що встановлена 
в карданному шарнірі з підшипниками 9 і 10 та може повертатись відносно 
нерухомої основи верстата. Зміна довжин гвинтів приводить до переміщення 
платформи верстата 11, на якій розміщено пінольний варіант КШВ з мотор-
шпинделем 12. Із платформою верстата з’єднані кінці штанг маніпулятора. 
Зміна робочого простору верстата забезпечується шляхом введення 
самоформуючих стрижневих просторових механізмів. Це дає можливість в 
1,5…2,5 рази збільшити робочий простір верстата та реалізувати різноманітне 
розташування робочого органу верстата-робота відносно нерухомої основи. При 
цьому можлива обробка об’єктів практично з усіх сторін (згори, знизу або з 
боків). Допустимою є обробка об’єктів, розміщених в ямах або нішах. Це суттєво 
відрізняє запропоновану обробку об’єктів від традиційної обробки на верстатах в 
умовах цеху. 
На схемі роботизованого комплексу (див. рисунок 7.2) показаний 
шестикоординатний маніпулятор у вигляді механізма-гексапода. Даний 
маніпулятор забезпечує просторове переміщення платформи верстата. Штанги 
маніпулятора 13 мають приводи зміни довжини, які керуються системою ЧПК. 
Нижні кінці штанг встановлені на основі, яка закріплюється на об’єкті за 
допомогою спеціальних захватів 14. Захвати забезпечують жорстке з’єднання 
основи (платформи) верстата із оброблюваним об’єктом.  
При необхідності та можливості верстат-робот здійснює переміщення 
небезпечного об’єкта, його поворот або видалення окремих частин об’єкта чи 
сторонніх предметів, що заважають технологічному процесу обробки. При зміні 
довжини штанг маніпулятора інструмент здійснює обмежені переміщення 
відносно основи верстата, здійснюючи обробку об’єкта. Контроль обробки 
забезпечується відеосупроводом процесу. 
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7.3 Забезпечення підвищеної жорсткості пружної системи 
роботизованого комплексу при різанні  
 
Жорсткість несучої системи маніпулятора набагато вища жорсткості 
мобільного верстата робота. Тому при обробці об’єкта пружна стрижнева система 
верстата робота деформується і не впливає на точність обробки, яка визначається 
точністю маніпулятора. 
Процеси високоточної механічної обробки мобільним комплексом на основі 
верстата-робота мають специфіку, пов’язану з особливістю схемного рішення 
верстата та характеристиками діючих навантажень. Комплекс являє собою схемне 
рішення, яке об’єднує два механізма-гексапода з суттєво різними масово-




Рисунок 7.3  Схема дії силових факторів в мобільному комплексі на 
основі верстата-робота 
 
В процесі обробки виникають навантаження на інструмент, які подані у 

























































навантаження складаються із гравітаційними силами та іншими навантаженнями і 
формують загальне навантаження на платформу верстата у вигляді головного 
вектору F  та головного моменту M . 
Навантаження на робочий орган верстата приводить до деформації несучої 
системи, яка характеризується вектором  ix  координат платформи: 
   Tzyxi zyxx  .    (7.1) 
Зусилля на виконавчий орган пов’язані з його переміщеннями через 
матрицю жорсткості  ijc відносно залежності: 
       iij
T
zyxzyxi xcMMMFFFf  .   (7.2) 
Загальна матриця жорсткості мобільного комплексу визначається через 
матрицю жорсткості маніпулятора   Mijc  та матрицю жорсткості верстата  Bijc  як: 
     BijMijij ccc  .      (7.3) 
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Складові матриці жорсткості маніпулятора  Mijc  на один-два порядки вищі 
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Загальна матриця жорсткості системи (7.3) подається у блочному вигляді. 
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Блоки матриці  ijc  являють собою поступальну  ijc , крутильну  Gijc  та 
сполучну  Sijc  жорсткість системи: 
     




















     (7.6)
 
Власні значення матриць поступальної та крутильної жорсткості являють 
собою півосі відповідних еліпсоїдів жорсткості, а власні вектори задають їх 
напрямки у просторі. За одержаними даними побудовано еліпсоїди поступальної 
та крутильної жорсткості (рисунок 7.4). 
Мобільний комплекс являє собою складний механізм, який об’єднує два 
механізма-гексапода із спільною рухомою платформою, побудований по дуальній 
схемі. Жорсткості окремих механізмів є суттєво різними. Це простежується на 




Рисунок 7.4  Еліпсоїди поступальної (а) та крутильної (б) 
жорсткості верстата і маніпулятора 
 
Мобільний комплекс являє собою складний механізм, який об’єднує два 
механізма-гексапода із спільною рухомою платформою, побудований по дуальній 
схемі. Жорсткості окремих механізмів є суттєво різними. Це простежується на 
розмірах і орієнтації наведених еліпсоїдів жорсткості. 











Встановлено, що кути розташування α і β осей максимальних поступальної 
та крутильної жорсткостей верстата і маніпулятора знаходяться в межах 20…75º. 
Із порівняння матриць (7.4) і (7.5) та відповідних еліпсоїдів жорсткості 
випливає, що компоненти матриць жорсткості маніпулятора (крім компонента 
33c ) 
значно перевищують компоненти матриці жорсткості верстата. Тому з 
достатньою для практики точністю можна прийняти: 
   Mijij cc  .     (7.7) 
Відповідно опір пружної системи верстата при переміщенні платформи 
маніпулятором незначний. 
Із матрично-векторної залежності визначимо переміщення інструменту під 
дією силових факторів: 
    jiji fDx  ,     (7.8) 
де матриця деформативності (піддатливості) є оберненою до матриці жорсткості 
    1 ijij cD .     (7.9) 
Наведені матрично-векторні співвідношення послужили основою для 
розрахунку переміщення інструмента при різних технологічних операціях 
обробки об’єкта – свердлувальних, розточувальних, фрезерувальних, 
шліфувальних та інших. 
 
7.4 Прогнозування точності обробки отворів роботизованим 
верстатним комплексом 
 
Важливою технологічною операцією комплексу є обробка об’єктів осьовим 
інструментом (свердлування і подальша обробка зенкером, розгорткою, 
мітчиком). Інструменти з магазину автоматично змінюються і фіксуються в 
затискному патроні КШВ (мотор-шпинделя), розташованого на платформі 
верстата. 
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 Приймемо, що при обробці осьовим інструментом сила різання P 


















































     (7.10)
 
Для даного зусилля із формули (7.8) знаходиться вектор переміщення  ix . 
Він залежить від матриць жорсткості (піддатливості) верстата і маніпулятора. 
 
 
Рисунок 7.5  Силові фактори, які діють на шпиндель 
верстата при обробці об’єкта осьовим інструментом 
 
Переміщення платформи обумовлює зміщення інструмента відносно 
заготовки. При обробці кінцевим інструментом (свердло, зенкер) має місце осьове 
зміщення δ та перекіс інструменту ψ (рисунок 7.6-а). 
Зміщення і перекіс інструменту залежать від характеристик жорсткості 
пружних систем маніпулятора і верстата-робота. Проведено розрахунки зміщення 
і перекосу інструмента та відповідно биття інструмента відносно оброблюваної 
поверхні. 
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Для здійснення операцій обробки осьовими інструментами необхідно 
забезпечити вільний рух в отворі. Для цього платформа верстата повинна 




Рисунок 7.6  Биття і перекіс свердла в отворі, які виникають 
внаслідок деформацій пружної системи верстата (а) та форма отвору, яка 
обумовлена биттям інструменту внаслідок деформації ПС верстата і 
маніпулятора (б) 
 
Загальне переміщення платформи Δ  буде визначається геометричною 
сумою переміщень: 
222 zyx  .
      (7.11)
 





     (7.12)
 
В якості умови колінеарності векторів сили F  і переміщення   доцільно 


























При виконанні співвідношень (7.13) перекіс інструмента ψ та його осьове 
зміщення δ незначні і точність обробки залежить в основному від деформацій та 
биття інструмента [101]. 
Досягнення умови (7.13) в загальному випадку є недоцільним. Тому 
необхідно враховувати вплив просторової жорсткості маніпулятора і верстата. 
Встановлено, що при обробці осьовим інструментом в перетині, 
перпендикулярному осі отвору, має місце зміна форми отвору, яка пов’язана з 
напрямками розташування головних осей еліпсів поступальної і крутильної 
жорсткості маніпулятора. Із результатів проведених численних експериментів 
випливає, що параметри жорсткості верстата суттєво впливають на статичні 
переміщення інструмента відносно оброблюваного об’єкта.  
В результаті розрахунків встановлено, що оброблений отвір збільшується в 
діаметральному напрямку, відповідному розташуванню осей мінімальної 
жорсткості маніпулятора (рисунок 7.6-б). Із аналізу форми отвору наведеної на 
рисунку випливає, що осьове зміщення центру інструмента характерне для 
процесу врізання інструмента і викликає додаткове биття інструмента відносно 
оброблюваної поверхні. Перекіс інструмента має негативні наслідки при обробці 
глибоких отворів і приводить до збільшення максимального діаметрального 
розміру отвору maxd . Напрямок розташування х максимального діаметрального 
розміру отвору близький до напрямків осей мінімальної жорсткості маніпулятора 
і верстата 1V , 2V . Мінімальний розмір отвору має місце в напрямку, близькому до 
напрямків осей максимальної жорсткості маніпулятора і верстата. 
В результаті теоретичного аналізу встановлено, що деформативність 
несучої системи маніпулятора і верстата приводить до виникнення суттєвих 
похибок обробки, які проявляються у «розбиванні» отвору. При цьому зміни 
діаметра отвору залежать від розташування об’єкта відносно осей поступальної та 
крутильної жорсткостей. Найбільше збільшення діаметра отвору maxd  має місце в 
напрямку осі мінімальної поступальної жорсткості маніпулятора при умові, що 
ось мінімальної крутильної жорсткості верстата розташована під кутом менше 90º 
відносно осі мінімальної поступальної жорсткості. 
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У випадку, коли осі мінімальних поступальної і крутильної жорсткостей 
перпендикулярні або близькі до перпендикулярності, овальність отвору 
зменшується. При цьому збільшення діаметра отвору дещо менше від 




1. Мобільний дистанційно керований роботизований комплекс для обробки 
небезпечних військових об’єктів у польових умовах доцільно реалізувати на 
основі верстата-робота з паралельними кінематичними структурами типу 
«гексапод», а необхідну жорсткість пружної системи верстата забезпечити 
застосуванням маніпулятора встановленого на виконавчому органі верстата і 
жорстко зв’язаного своїми захватами з оброблюваним об’єктом. 
2. Для забезпечення точної обробки небезпечних об’єктів у польових 
умовах матриця жорсткості маніпулятора повинна мати компоненти, які в 15…25 
разів перевищують компоненти матриці жорсткості верстата-робота. Завдяки 
великій жорсткості маніпулятора практично не виникає деформаційних 
переміщень інструмента відносно заготовки, що забезпечує можливість 
високоточної обробки небезпечного об’єкта. 
3. При обробці небезпечних об’єктів осьовим інструментом мають місце 
зміни форми «розбиття» отвору. Коли осі мінімальних поступальних жорсткостей 
маніпулятора і верстата розташовані під кутом 0…45º, форма отвору близька до 
овалу, а коли кут між осями близький до 90º, отвір набуває форми, наближеної до 
кругової. В обох випадках збільшення розмірів отворів приблизно однакові, а 
розрахунковий максимальний діаметральний розмір знаходиться в полі допуску 
відповідно 7…9-му квалітету. 
4. В подальших дослідженнях планується проведення експериментальних 
досліджень з визначення еліпсоїдів жорсткості головних елементів комплексу 




1. На основі запропонованої концепції побудови і моделювання пружної системи 
верстата по частинах створені наукові основи оцінки динамічної якості 
верстатів, складених за агрегатно-модульним принципом, які дозволяють на 
основі динамічних характеристик базових вузлів визначити і оцінити 
динамічні характеристики всього верстату для забезпечення високої 
динамічної якості конструкції при проектуванні. 
2. Розроблена теорія і методологія моделювання пружної системи верстата по 
частинах (за підсистемами), яка включає аналіз варіантів розділення моделей 
пружної системи верстата на складові частини (підсистеми, вузли) та шляхів 
спрощення моделей для полегшення в 3-5 разів практичної реалізації методів 
на основі матрично-тензорного аналізу пружної системи верстата, що на стадії 
проектування дозволяє оцінити характеристики пружної системи верстата по 
характеристиках його основних підсистем (вузлів). 
3. Запропоновано описувати просторові характеристики пружності основних 
вузлів верстата за допомогою тензорів з їх геометричною інтерпретацією у 
вигляді квадратичних поверхонь - еліпсоїдів жорсткості або піддатливості. 
Отримані еліпсоїди жорсткості окремих вузлів дозволяють використати їх не 
тільки для оцінки пружних властивостей самих вузлів, але і для побудови 
поверхонь просторової жорсткості верстата в цілому. На прикладі 
шпиндельного вузла показано методику визначення еліпсоїдів жорсткості 
(піддатливості) вузла розрахунковим методом на моделях з зосередженими і 
розподіленими параметрами. 
4. Для більш точного визначення параметрів еліпсоїдів статичної і динамічної 
просторової жорсткості (або піддатливості) шпиндельних вузлів 
розрахунковим шляхом розроблена узагальнена динамічна модель 
шпиндельного вузла з розподіленими параметрами, яка максимально враховує 
необхідні статичні і динамічні параметри вузла. Складена універсальна 
програма для розрахунку динаміки шпиндельних вузлів з використанням 
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методу початкових параметрів. В порівнянні з іншими методами (МДЖ, МДП, 
МСЕ) точність розрахунку динамічних характеристик в цілому зросла на 10-
15%, а амплітуд – на 20-30% за рахунок більш детального врахування 
дисипативних параметрів (демпфірування) в системі. 
5. Створені параметричні 3D-моделі комплектних шпиндельних вузлів (з 
використанням в якості керуючих параметрів основних компоновочних 
розмірів вузла) та запропоновані нормалізовані розмірні ряди типових 
конструкцій вузлів для верстатів різного технологічного призначення, в яких 
діаметр шпинделя в передній опорі змінюється в діапазоні 60-200мм зі 
стандартними кроками 5,10,20мм. Розроблена методика багатокритеріальної 
оптимізації конструкцій шпиндельних вузлів за методом Парето з 
нормованими різнорозмірними критеріями, яка дозволяє визначити оптимальні 
параметри вузла і вибрати з типового ряду необхідний шпиндельний вузол для 
застосування у верстаті, що проектується.  
6. З метою оцінки просторової жорсткості верстата розроблений метод побудови 
поверхні статичної просторової піддатливості верстата на основі еліпсоїдів 
піддатливості складових підсистем (вузлів). Ця поверхня графічно відображає 
анізотропію просторової піддатливості верстата в зоні різання, як величину 
піддатливості верстата в залежності від напрямку її вимірювання в робочому 
просторі, що безпосередньо впливає на точність обробки деталей.  
7. Запропоновано оригінальний метод визначення поверхні динамічної 
просторової піддатливості верстата, яка будується на основі поверхні статичної 
піддатливості з використанням максимальних коефіцієнтів динамічності 
вздовж головних осей координат системи, отриманих з динамічних 
характеристиках верстату експериментальним чи розрахунковим шляхом. Ця 
поверхня відображає максимальну динамічну просторову піддатливість 
верстата і дозволяє оцінити точність обробки деталей на верстаті в динамічних 
режимах його роботи.  
8. При моделюванні розточувальної операції встановлено прямий зв’язок форми 
поверхні просторової жорсткості верстату і виду траєкторії ріжучого 
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інструменту відносно деталі, причому статичні відхилення верстата формують 
макропохибки обробки (еліпсність, овальність, огранку і інші), а динамічні – 
мікрогеометрію обробної поверхні (хвилястість, шорсткість і інші). Цей 
зв’язок, наявність якого підтверджена експериментально шляхом 
спектрального аналізу круглограм оброблених деталей, особливо важливий 
при операціях обробки фасонних поверхонь, де вектори сили різання (і 
відносних переміщень інструмента і деталі) змінюють свої напрямки в 
робочому просторі верстату під час різання.  
9. Експериментальні дослідження при розточуванні зразків на верстаті 
ИР320ПМФ4 та проведений спектральний аналіз отриманих круглограм 
оброблених поверхонь підтвердили наявність статичної і динамічної 
анізотропії жорсткісних характеристик пружної системи верстату до 14-20%, 
що обумовило появу похибок обробки поверхонь тестових деталей, зокрема, 
овальності отворів в межах 0,007 – 0,015 мм. 
10. Визначено, що точність обробки на верстаті залежить від форми і параметрів 
поверхонь просторової піддатливості (жорсткості) верстату, що надає 
можливість прогнозувати граничну точність обробки деталей на верстаті ще на 
етапі проектування конструкції. При відомих значеннях силових навантажень 
побудовані поверхні просторової жорсткості верстата дозволяють отримати 
(прогнозовано на 80-95%) оціночні характеристики досяжної точності на 
цьому верстаті, тобто граничні величини макро- і мікропохибок обробки 
деталей. Також при завданій точності деталі можна обгрунтовано призначати 
допустимі технологічні режими обробки на даному верстаті. 
11. Запропоновано принципово нову концепцію побудови конструкції мобільного 
дистанційно керованого роботизованого комплексу, яка сформована по 
дуальній схемі на основі двох підсистем з паралельними кінематичними 
структурами: верстата-гексапода з вбудованим комплектним шпиндельним 
вузлом (мотор-шпиндель) і маніпулятора-гексапода, що забезпечує механічну 
обробку об’єктів (деталей) в польових умовах по 7…9 квалітету точності. 
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12. Розроблено метод підвищення жорсткості при різанні верстата-робота з 
паралельною кінематикою, який забезпечується спеціальним 
шестикоординатним маніпулятором, який встановлений на платформі верстата 
і жорстко з’єднується спеціальними захватами з об’єктом, що обробляється. 
Матриця і еліпсоїд жорсткості маніпулятора мають компоненти, які в 15-25 
разів перевищують аналогічні компоненти жорсткості верстата-робота. Тому 
низька жорсткість верстата практично не впливає на деформативні 
переміщення інструмента відносно заготовки. При цьому технологічна 
жорсткість комплексу підвищується більш ніж на порядок. 
13. Сформульовані основні підходи та положення щодо методології побудови і 
моделювання пружної системи верстата по частинах, а також розроблені 
методи, методики, моделі і програмні продукти надають можливість 
виконувати проектні і конструкторські роботи з агрегатно-модульного 
проектування верстатів, зокрема: формувати моделі пружних систем верстатів 
і їх вузлів, виконувати статичні і динамічні розрахунки, математичне 
моделювання і оптимізацію, оцінювати динамічні параметри і характеристики 
верстатів з метою забезпечення їх високої динамічної якості і підвищення 
точності обробки на верстаті. 
14. Проведеними дослідженнями доведено, що отримані наукові результати 
підтверджують основні наукові положення щодо побудови і моделювання 
динамічної системи верстату по частинах (підсистемах, вузлах), в цілому 
дають ефективні практичні результати і можуть бути впроваджені при 
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ДОДАТОК  А 
ПАРАМЕТРИЗАЦІЯ КОМПЛЕКТНИХ ШПИНДЕЛЬНИХ ВУЗЛІВ  
НА ОПОРАХ КОЧЕННЯ 
 
Аналіз схем компоновок, наведених в таблиці А.1, свідчить про те, що в ШВ 
металорізальних верстатів застосовується обмежена номенклатура підшипників 
кочення. Їх часто називають терміном «шпиндельні підшипники». 
Схеми представлених зразків шпиндельних підшипників кочення, які 
використовуються у ШВ металорізальних верстатів, показані на рисунку А.1.  
В приведених схемах застосовуються такі типи підшипників:  
а) кульковий радіальний однорядний (серії 0000, 180000) ГОСТ 8338-75; 
б) кульковий однорядний радіально-упорний (серії 036000) ГОСТ 831-75; 
в) кульковий двохрядний упорно-радіальний (серії 178000) ГОСТ 20821-75; 
г) кульковий однорядний упорний (серії 8000) ГОСТ 7872-89; 
д) роликовий однорядний радіальний (серії 12000, 42000)  ГОСТ 8328-75;  
е) роликовий двохрядний радіальний з короткими роликами (серії 3182000) 
ГОСТ 7634-75; 
ж) роликовий однорядний радіально-упорний з конічними роликами (серії 
7000, 27000, 67000) ГОСТ 25365-87; 
з) роликовий однорядний радіально-упорний з конічними роликами і 
пружинами (серії 2-17715ЛК) нестандартний; 
і) роликовий двохрядний радіально-упорний з конічними роликами (серії  
2097000, 697000) )  ГОСТ 6364-78; 
к) роликовий однорядний упорний з циліндричними роликами (серії 9000) 
ГОСТ 23526-79;  
л) роликовий однорядний упорний з конічними роликами (серії 19000) ОСТ 
37.00А.005-79; 
м) голчатий однорядний радіальний (серії 244000, 344000) ГОСТ 4657-82. 
Часто у ШВ металорізальних верстатів використовують підшипники 
аналогічних типів виробництва відомих фірм SKF, GAMET, TIMKEN і інших.  
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Рисунок А.1  Схеми шпиндельних підшипників для опор кочення ШВ: 
а) кульковий радіальний; б) кульковий радіально-упорний; в) кульковий упорно-
радіальний (двохрядний); г) кульковий упорний; д) роликовий радіальний;  
е) роликовий двохрядний радіальний; ж) роликовий радіально-упорний з конічними 
роликами; з) роликовий радіально-упорний з конічними роликами і пружинами;  
и) роликовий двохрядний радіально-упорний з конічними роликами; к) роликовий 
упорний з циліндричними роликами;  л) роликовий упорний з конічними роликами;   
м) голчатий радіальний 
 321 
Підшипники – це комплектні стандартні вироби, тому всі їх параметри 
підпорядковані стандартам на конкретні типи підшипників. Основні розміри 
підшипників можна знайти у відповідних державних стандартах, або у чисельних 
довідниках.  
Головним розміром будь-якого підшипника є діаметр внутрішнього кільця 
d , який визначає номер підшипника в будь-якій серії шляхом поділу його на 5. 
Усі інші розміри залежать від конструкції (серії) і від діаметра d  підшипника. 
Проте, вони не пов’язані з діаметром d точними математичними залежностями. 
Тому в програмах САПР при параметризації підшипників їх розміри задаються у 
вигляді таблиць, в яких кожному значенню діаметра d  відповідає конкретний 
набір розмірів усіх деталей підшипника. Тобто, тут слід використовувати 
табличну параметризацію. 
Параметризація шпиндельних підшипників виконувалась в САПР KOMPAS-
3D. Ця програма забезпечує табличну параметризацію при використанні бібліотек 
стандартних виробів.  
Методику параметризації підшипників розглянемо на прикладі кулькового 
двохрядного упорно-радіального підшипника серії 178000.  
Побудова параметричних моделей підшипників (як і інших складань) 
відбувається в наступній послідовності.  
Спочатку необхідно створити параметричні 3D-моделі окремих деталей 
вузла. Для формування 3D-моделей цих деталей розробляють необхідні 
двовимірні ескізи з фіксованими розмірами. При розробці ескізів обов’язково 
вмикається режим двовимірної параметризації для завдання параметричних 
відносин між елементами графічних побудов на площині (паралельність, 
перпендикулярність, горизонтальність і вертикальність ліній, рівність відрізків і 
дуг, співпадіння і фіксація точок і інше).  
Створення 3D-моделі деталі покажемо на прикладі зовнішнього кільця 




Побудований ескіз №1 для кільця показаний на рисунку А.2-а. Тут 
зображені утворюючий замкнений контур в радіальному перетині кільця (товста 
лінія) і необхідні розміри для його побудови.  
Перед початком параметризації ескізів вибираються основні варіативні 
розміри, які забезпечують перебудову деталі згідно стандартів. Цим розмірам 
призначаються варіативні змінні − внутрішні (локальні) і зовнішні (глобальні). 
Зовнішні змінні необхідні для синхронізації основних розмірів між деталями у 
вузлах. Внутрішні ж є залежними від зовнішніх і змінюють тільки розміри 
конкретної деталі.  
На рисунку А.2-в показано вікно з переліком змінних параметрів для даного 
ескізу, математичні вирази для їх обчислень і плинні значення параметрів для 
заданого типорозміру підшипника. 
Далі на основі розробленого ескізу №1 створюються твердотільна 3D-
модель кільця за допомогою операції обертання контуру навкруги осі. 
На базі побудованих ескізів №2 і №3, зображених на рисунках А.2-б,г, за 
допомогою операцій вирізання в кільці формуються маслогінні кільцева канавка і 
шість отворів. 
В результаті отримали остаточну параметричну 3D-модель зовнішнього 
кільця підшипника типу 17800, яка показана на рисунку А.2-д. 
Аналогічно створюються параметричні 3D-моделі для усіх деталей виробу. 
Приклади інших параметричних 3D-моделей деталей підшипника 17800 
приведені на рисунках А.23-а-г (3D-моделі з ескізами). 
Остаточна параметрична 3D-модель підшипника створюється на етапі 
складання конструкції. До параметризації деталей тут додаються різноманітні 
параметричні складальні залежності і звязки: кількість тіл (кульок, сепараторів, 
боковових кілець), спряження між деталями, зокрема між поверхнями і гранями 
деталей. Наприклад, можна накладати такі параметричні обмеження як дотик, 
співпадіння і інші. При необхідності можна задавати кінематичну параметризацію 









Рисунок А.2  Параметрична модель зовнішнього кільця підшипника  17800: 
а) ескіз №1 для 3D-операції обертання;  б) ескіз №2 для вирізання кільцевої 
канавки; в) таблиця змінних для параметричного ескізу;  г) ескіз №3 для 











Рисунок А.3  Параметричні 3D-моделі деталей підшипника типу 17800  
(з ескізами): ) правого сепаратора; б) внутрішнього кільця; в) бокового 
кільця; г) кульки 
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Загальний вид розробленої складальної параметричної 3D-моделі 
кулькового двохрядного упорно-радіального підшипника серії 178000 показаний 
на рисунку А.4 -а, а в рознесеному в просторі вздовж осі обертання вигля ді − на 
рисунку А.4-б. Для завдання розмірів деталей в програмі KOMPAS-3D 
використовують таблиці Microsoft EXEL (рисунок А.4-в). Табличній 
параметризації в моделі підлягають усі деталі підшипника: тіла кочення і їх 





Рисунок А.4  Параметричні 3D-моделі підшипника типу 178000: 
а) повна складальна модель; б) модель в рознесеному вигляді 
в) таблиця розмірів підшипників типу 3182000 
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Параметризовані 3D-моделі підшипників доцільно розміщувати в 
бібліотеках моделей і шаблонів системи KOMPAS-3D.  
На рисунку А.5 показана бібліотека “Подшипники” з розміщеною в іі 
каталозі параметричною 3D-моделлю підшипників серії 178000. Тут також 
представлені графічне зображення виробу і таблиця варіантів змінних параметрів 
моделі в залежності від внутрішнього діаметра підшипника. При розміщенні 3D-
моделі підшипника в складаннях її змінним присвоюються вибрані значення 
параметрів з відповідного рядка таблиці. 
 
 
Рисунок А.5  Фрагмент бібліотеки параметричних 3D-моделей підшипників 
(для упорно-радіального підшипника типу 178800) 
 
Аналогічні параметричні моделі розроблені і для інших типів шпиндельних 
підшипників (рисунок А.6). Для забезпечення подальшого створення 









Рисунок А.6  Параметричні таблиці і 3D-моделі підшипників:  
а) роликовий двохрядний радіальний з короткими роликами 3182000;  
б) роликовий однорядний радіально-упорний з конічними роликами 7000; 
в) кульковий однорядний радіально-упорний серії 36000 
 
На рисунку А.7 показані приклади параметричних 3D-моделей підшипників 






Рисунок А.7  Розмірні ряди параметричних 3D-моделей підшипників: 
а) підшипники типу 178000 (d = 50, 70, 100, 150, 200 мм ); 
б) підшипники типу 3182000 (d = 25, 50, 75, 100, 150, 200, 260, 320, 400) 
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 Параметризація шпиндельного валу  
Параметризація валу шпинделя виконується для усього розмірного ряду 
КШВ на основі уже розробленої компоновки для конкретного типу вузла. При 
цьому повинні бути відомі основні базові параметри КШВ - a , l , d , b і інші. 
Вони обов’язково долучаються до інших параметрів моделі з метою здійснення 
керування при подальшому моделюванні. 
Параметризація розпочинається з параметризації окремих зон, зокрема: 
місць під підшипники, переднього кінця,  внутрішнього отвору (якщо він існує), 
хвостовика і інших (в залежності від компоновки). А потім виконується загальна 
параметризація шпиндельного валу із залученням керуючих параметрів вузла. 
Конструкція переднього кінця шпинделя завжди виконується за відповідним 
стандартом в залежності від технологічного призначення верстата.  
В даній роботі виконана таблична параметризація переднього кінця 
шпинделів для верстатів основних технологічних груп.  
На рисунку А.8 показані розроблені параметричні 3D-моделі кінців 
шпинделів для верстатів різних технологічних груп. 
 
   
а) б) в) 
Рисунок А.8  Параметричні 3D-моделі переднього кінця  шпинделя 
 для верстатів різних технологічних груп: 
а) токарного;    б) фрезерного;    в) шліфувального  
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Дещо ускладнює параметризацію наявність модифікацій (виконань) 
конструкцій – різна кількість отворів і систем отворів (для токарних і фрезерних  
верстатів), варіанти  різьбового кріплення (для шліфувальних верстатів) і інших 
типів верстатів.  
Більшість конструкцій шпиндельних валів мають внутрішні технологічні 
отвори, які використовуються для розміщення і закріплення  інструменту чи 
пристосувань (інструментальних оправок, центрів) в конусі шпинделя, або для 
подачі заготовок крізь шпиндель (в токарних верстатах).   
Параметризація внутрішнього отвору шпинделя  також виконується 
відповідно до стандартів. Зокрема це стосується конусних отворів шпинделя 
(конуси Морзе, метричні, 7/24, 1/4, 1/5 і інші). Часто в стандартах на передні кінці 
шпинделів приводяться посилання на відповідні стандарти конусних частин 
отворів.  
На рисунках А9 – А.10 показані розроблені параметричні 3D-моделі 
конусних отворів на кінцях шпинделів верстатів різних технологічних груп. 
 
   
а) б) в) 
Рисунок А.9  Варіанти виконання переднього кінця шпинделя КШВ для 
токарних верстатів за ГОСТ 12595-2003(з конусом Морзе або метричним 
конусом): 
а) виконання №3;    б) виконання №4;    в) виконання №5-11 
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а) б) в) 
Рисунок А.10  Варіанти виконання переднього кінця шпинделя КШВ 
для свердлильних, розточних і фрезерних верстатів за ГОСТ 30064-93 (з 
конусом 7:24): 
а) виконання №4;    б) виконання №6;    в) виконання №8 
 
На рисунках А.11 - А.13 більш детально показані приклади параметризації 
переднього кінця шпинделів для верстатів основних технологічних груп. 
Для прикладу на рисунку А.14 показані варіанти параметричної 3D-моделі 
переднього кінця шпинделя при зміні номеру (розміру) конуса 7/24. При цьому 
інші параметри шпинделя залишались не змінними. 
Однак, в реальних конструкціях розміри переднього кінця шпинделя 
пов’язані з певним діапазоном діаметрів шпинделя в передній опорі. З 
представлених варіантів конструкцій раціональним варіантам відповідають 
зображення на рисунках А.14-в,г. 
Значно ускладнює параметризацію наявність в стандартах різних 
модифікацій (виконань) конструкцій – різна кількість отворів і систем отворів 
(для токарних верстатів), варіанти  різьбового кріплення (для шліфувальних 
верстатів) і інших.  Для цього необхідно запроваджувати гнучкі параметричні 
моделі, тобто уводити варіативність конструкцій в залежності від значень 
окремих параметрів.  Наприклад, кількість отворів під шпонку (сухар) в 







Рисунок А.11  Параметризація переднього кінця шпинделя КШВ для 
токарних і шліфувальних верстатів за ГОСТ 12595-2003 (з конусом 
Морзе чи метричним):   а) таблиця параметрів (для виконання №5-№11);  








Рисунок А.12  Параметризація переднього кінця шпинделя КШВ для 
свердлильних, розточних і фрезерних верстатів за ГОСТ 30064-93:  








Рисунок А.13  Параметризація переднього кінця шпинделя КШВ 
шліфувальних верстатів за ГОСТ 2323-76 (з конусом 1:5): 
а) таблиця параметрів (дл №25-№125);  б) параметризація 3D-моделі 
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а) б) в) 
   
г) д) е) 
Рисунок А.14  Варіанти конструкції переднього кінця шпиндела з 
конусом 7/24 при різних номерах конусів: 
а) №70;    б) №60;   в) №50;   г) №45;   д) №40;   е) №30 
 
Виконаємо параметризацію також заднього кінця шпинделя. 
Конструкція заднього кінця шпинделя може виконуватись в різних варіантах 
в залежності від прийнятої схеми передачи обертального руху. Рекомендовані для 
використання в КШВ варіанти передач приведені в таблиці А.2. На рисунку А.15 
показані приклади параметричних 3D-моделей заднього кінця шпинделя (з 
отвором чи без нього). Приклад параметричної варіації шліців зображений на 
рисунку А.16.  
Однак, найбільш розповсюдженими є шпоночні і шліцові передачі. Тому в 
даній роботі виконана таблична параметризація заднього кінця шпинделя 






а) б) в) 
Рисунок А.15  Параметричні 3D-моделі заднього кінця  шпинделя: 
а) шпоночного;    б) шліцового;    в) із зубчастою напівмуфтою 
 
   
а) б) в) 
Рисунок А.16  Варіанти конструкцій заднього кінця шпиндела з різними 
розмірними параметрами шліців:  а) 86 ;    б) 54;    в) 42  
 
   
а) б) в) 
Рисунок А.17  Виконання кінця шпинделя з зубчастою напівмуфтою 




Параметри z_slica d_slica D_slica b_slica c_slica 
10х16х20 10 16 20 2,5 0,3 
10х18х23 10 18 23 3 0,3 
10х21х26 10 21 23 3 0,3 
10х23х29 10 23 26 4 0,3 
10х26х32 10 26 28 4 0,4 
10х28х35 10 28 32 4 0,4 
10х32х40 10 32 36 5 0,4 
10х36х45 10 36 42 5 0,4 
10х42х52 10 42 46 6 0,4 
10х46х56 10 46 52 7 0,5 
16х52х60 16 52 56 5 0,5 
16х56х65 16 56 62 5 0,5 
16х62х72 16 62 72 6 0,5 
16х72х82 16 72 82 7 0,5 





Рисунок А.18  Параметризація заднього кінця шпинделя зі шліцами  
за ГОСТ 1139-80 (важка серія) 
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Параметри d_sponki b_sponki h_sponki t1_sponki t2_sponki r_sponki l_sponki do_sponki 
10x9 30 10 9 5,5 3,8 0,4 80 10 
12x11 38 12 11 7 4,4 0,4 80 10 
14x12 44 14 12 7,7 4,9 0,4 80 10 
16x14 50 16 14 9 5,4 0,4 80 10 
18x16 58 18 16 10 6,4 0,4 80 10 
20x18 65 20 18 11 7,4 0,6 80 10 
22x20 75 22 20 12 8,4 0,6 80 10 
25x22 85 25 22 13 9,4 0,6 80 10 
28x25 95 28 25 15 10,4 0,6 80 10 
32x28 110 32 28 17 11,4 0,6 80 10 





Рисунок А.19  Параметризація заднього кінця шпинделя зі шпонками 
за ГОСТ 10748-79  
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Конструкція корпусу КШВ може виконуватись в різних варіантах в 
залежності від призначення вузла і наявності відповідних посадочних місць. 
Для успішної параметризації корпусів необхідно визначити основні 
габаритні і установочні параметри КШВ. Ці параметри доцільно повязати з 
базовими параметрами КШВ, зокрема з основним параметром d − діаметром 
шпинделя в передній опорі. В таблиці А.2 приведений можливий варіант цих 
параметрів, а на рисунку А.26 - варіанти виконання корпусів КШВ. 
 
Таблиця А.2  Варіанти виконання корпусів КШВ 
   
d 
Основні розміри 
L H B H l D l1 L1 
30 200 80 100 45 120 90 250 400 
40 250 110 120 60 150 100 250 400 
50 300 125 130 75 180 110 300 500 
55 300 140 140 80 200 120 300 500 
60 350 150 150 90 200 130 350 600 
65 370 170 150 100 220 140 370 600 
70 400 175 160 105 250 140 350 600 
75 400 190 165 115 250 150 400 650 
80 450 200 170 120 280 160 400 650 
85 500 210 180 130 300 170 450 750 
90 500 230 190 135 320 180 450 750 
95 550 240 200 140 340 190 500 800 
100 550 250 200 150 350 190 500 800 
110 600 270 220 165 400 220 550 900 
120 650 300 240 180 420 230 550 900 
130 700 330 260 195 450 260 600 1000 
140 800 350 280 210 500 270 700 1100 
160 900 400 320 240 600 300 750 1200 
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 а)  
   
б) 
   
в) 
   
г) 
Рисунок А.20  Варіанти виконання корпусів КШВ: 
а, б) коробчастий варіант;   в) гільзовий варіант;   г) пінольний варіант 
 
Приклад виконання параметризації одного з варіантів корпусів (гільзовий 
циліндричний) представлений на рисунку А.21. 
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Параметри a l d D b D_ b_ H C d_vinta 
ШУС-60 95 200 60 95 26 80 23 44 22 5 
ШУС-65 100 210 65 100 26 90 26 44 22 6 
ШУС-70 105 225 70 110 30 95 26 48 24 6 
ШУС-75 110 240 75 115 30 100 26 48 24 6 
ШУС-80 115 250 80 125 34 110 30 54 27 6 
ШУС-85 120 260 85 130 34 115 30 54 27 8 
ШУС-90 125 275 90 140 37 125 34 60 30 8 
ШУС-95 130 285 95 145 37 130 34 60 30 8 
ШУС-100 135 300 100 150 37 140 37 60 30 8 
ШУС-110 140 330 110 170 45 150 37 72 36 10 
ШУС-120 150 360 120 180 46 170 45 72 36 10 
ШУС-130 165 390 130 200 52 180 46 84 42 10 
ШУС-140 180 420 140 210 53 200 52 84 42 12 
ШУС-160 200 480 160 240 60 210 53 96 48 14 
ШУС-180 220 540 180 280 74 240 60 120 60 16 





Рисунок А.21  Параметризація корпусу шпинделя  
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Параметричне складання здійснювалось на прикладі силового КШВ, 
конструкція якого відповідає типовій схемі 6 з таблиці А.1.  
На рисунку А.22 показана базова структурно-компоновочна схема вузла, яка 
містить лише основні (базові) елементи і компоновочні розміри.  
В усіх розроблених параметричних 3D-моделях КШВ головними змінними 
параметрами прийняті наступні компоновочні розміри: a  – виліт консолі 
шпинделя, l  – відстань між радіальними опорами (серединами опор), d  – 
діаметр шпинделя в передній опорі, b  – довжина хвостової частини шпинделя. 
Розміри інших деталей пов’язані параметричними математичними 




Рисунок А.22  Базова структурно-компоновочна схема силового  КШВ : 
1 – шпиндель, 2 – корпус, 3,4 – передній і задній радіальні підшипники типу 
3182000,  5 – упорно-радіальний підшипник типу 178000.  
 
В повній 3D-моделі КШВ до основних елементів конструкції додається 
багато інших елементів: фланці, дистанційні кільця, гайки, ущільнювачі і інші. 
На рисунку А.23-а показана конструкція силового КШВ, зокрема його 
робоче креслення. На основі креслення розроблена повна параметрична 3D-
модель КШВ, яка приведена на рисунку А.23-б.  
В приведеній моделі КШВ застосовувалась дворівнева параметризація. На 
першому рівні параметризації підлягали підшипники в опорах шпинделя (як це 
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описано в попередньому розділі), а на другому – усі інші деталі КШВ: шпиндель, 






Рисунок А.23  Конструкція КШВ (силовий варіант): 
а) робоче креслення;    б) повна параметрична 3D-модель;  
 
Аналогічні 3D-моделі КШВ розроблені і для інших схем з таблиці А.1. 





в)                    г) 
Рисунок А.24  3D-моделі КШВ для верстатів різного технологічного 




5. Проектування шпиндельних вузлів доцільно проводити з розробкою 
параметричних 3D-моделей. Параметризація основних стандартизованих 
елементів шпиндельного вузла та оригінальних деталей значно прискорюють 
процес проектування і підвищують його якість. Розроблені параметричні 
моделі для нормалізованих рядів КШВ можуть бути використані в 
спеціалізованих виробництвах.  
6. Параметричні 3D-моделі КШВ надають можливість здійснення параметричної 
оптимізації конструкції вузла при варіюванні його базовими компоновочними 
параметрами, які керують формою, розмірами і розташуванням елементів. 
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ДОДАТОК  Б 
ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ВИДІВ КОМПОНОВОК І ЇХ ОСНОВНИХ 
ПАРАМЕТРІВ НА ДИНАМІКУ ШПИНДЕЛЬНИХ ВУЗЛІВ 
 
При проектуванні металорізальних верстатів (наприклад в САПР), часто 
виникає задача вибору і оптимізації компоновок ШВ. Від раціонального 
призначення компоновочних параметрів у великій мірі залежать точність, 
жорсткість, вібростійкість конструкції, а також ефективність обробки на верстаті 
в цілому. Причому це справедливо як для динамічних чорнових режимів обробки 
деталей (силових), так і для чистових (наближених до статичних) умов роботи 
верстата.  
В даній роботі проведені динамічні дослідження типових компоновок ШВ 
на опорах кочення з метою вивчення їх впливу на динамічні характеристики 
вузлів.  
Динамічні характеристики ШВ розраховувались за МПП у програмі 
Dynamo-S згідно розробленої методики, яка описана в Розділі 4. Програма 
дозволяє визначити переміщення і силові впливи в усіх перетинах динамічної 
моделі шпинделя та розрахувати основні динамічні характеристики 
шпиндельного вузла у формі амплітудно-частотних характеристик (АЧХ), фазово-
частотних характеристик (ФЧХ), амплітудно-фазово-частотних характеристик 
(АФЧХ) та інших. 
Для реалізації поставленої задачі були визначені дванадцять найбільш 
розповсюджених типових компоновок (схем опор) шпиндельних вузлів для різних 
типів верстатів з різною швидкохідністю. Ці схеми з різними типами підшипників 
приведені в таблиці Б.1. Всі схеми розташовані в порядку зростання 
швидкохідності ШВ. Для кожної типової компоновки побудовані 3D-моделі, 
складені розрахункові динамічні схеми і визначені необхідні параметри. При 
складанні розрахункових моделей використовувались загальноприйняті 
рекомендації відносно розміщення опор шпинделя.  
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Таблиця Б.1 – Основні компоновочні схеми ШВ 
 
 
На рисунку Б.1. показано зростання швидкохідності ШВ (параметр nd  ) в 
залежності від номера схеми компоновки . 
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Рисунок Б.1 Залежність швидкохідності від номера схеми ШВ 
 
На рисунку Б.2 показані переважні області використання розглянутих компоновок 
шпиндельних вузлів у верстатах основних технологічних груп для різних типів 
технологічних операцій.  
 
 
Рисунок Б.2 – Діаграми використання компоновок в різних типах 
верстатів 
а) важкі продукційні фрезерні і токарні верстати;  
б) середні токарні, фрезерні, свердлильні та інші верстати; 
в) легкі фінішні розточувальні та шліфувальні верстати. 
 
Так шпиндельні вузли з низькою швидкохідністю використовуються на 
продукційних операціях у тих верстатах, де зусилля під час різання великі. А 
швидкохідні компоновки використовують переважно на верстатах, призначених 
для кінцевих та доводочних операцій (розточування, тонке точіння і 
фрезерування, шліфування). 
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Для усіх ШВ були забезпечені практично однакові умови розрахунків: 
діаметр шпинделя в передній опорі - 1001 d  мм; діаметр шпинделя в задній опорі 
- 902 d  мм; міжопорна відстань 400l  мм; величина консолі 100a  мм; 
діаметр оправки – 70od мм, довжина оправки 150ol мм; частотний діапазон – 
до 1000 Гц; величина прикладеної сили – 1000Н. Практично в конструкціях ШВ 
змінювались тільки параметри опор (підшипників). 
Жорсткість підшипників визначалась за традиційними методиками. 
Демпфірування в шпинделі і опорах враховувалось за даними про логарифмічні 
декременти коливань. 
Для прикладу наведемо розрахунок однієї з типових компоновок ШВ 
(варіант схеми 10 в таблиці Б.1). 
На рисунку Б.3 показана конструкція швидкохідного ШВ, яка виконана 
відповідно до схеми 10. На основі робочих креслень розроблена реалістична 3D-
модель ШВ з оправкою, яка дозволяє більш швидко і точно розраховувати 
параметри елементів системи (об’єми, периметри, маси, моменти інерції і інші). 
Згідно розробленої методики підготовлена розрахункова динамічна модель 
ШВ з оправкою. За допомогою одинадцяти перетинів ШВ розбитий на ділянки з 
урахуванням різних факторів, таких як зміни діаметра вала, наявність 
зосередженої опори (підшипник), прикладення навантаження та інших. 
Результуюча розрахункова модель ШВ у вигляді роторної системи „шпиндель-
оправка” подана на рисунку Б.3-в. Навантаження здійснювалось радіальною 
силою P  на консолі оправки в крайньому 11-му перетині. Попередньо 
визначались параметри усіх ділянок ШВ. Ці розрахунки є тривіальними, тому тут 
не наводяться.  
В результаті проведеного розрахунку даної конструкції ШВ в робочому 
частотному діапазоні 0 – 1000 Гц була отримана роздруківка (рисунок Б.4), по 
якій визначені вихідні параметри вузла: статична піддатливість (рис. Б.4-а), дві 
резонансні частоти – 533,7 Гц та 687,9 Гц та амплітуди коливань шпинделя на цих 
частотах (рис. Б.4-б,в).  
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На основі отриманих результатів побудовані частотні характеристики ШВ – 
АЧХ, ФЧХ і АФЧХ, а також статичний прогин шпинделя та форми коливань 








Рисунок Б.3 – Вихідні розрахункові моделі ШВ: 
а) 3D-модель ШВ;    б) конструкція ШВ; 
в) розрахункова модель роторної системи „шпиндель-оправка” 
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Аналогічно виконувались розрахунки для інших типових компоновок 
шпиндельних вузлів. При цьому умови усіх розрахунків зберігались однаковими. 
На постійному рівні забезпечувались наступні величини: міжопорна відстань, 
виліт консолі, основні розміри валу шпинделя та параметри оправки. Практично 








Рисунок Б.4 – Фрагменти протоколів розрахунку ШВ: 
а) статична піддатливість; б) перша резонансна частота (533,7 Гц);  







Рисунок Б.5 – Розрахункові динамічні характеристики ШВ: 
а) основні динамічні характеристики (АЧХ, ФЧХ, АФЧХ); 
б) статичний прогин та форми коливань шпинделя на першому та 
другому  резонансі. 
 
На рисунку Б.6 зображені АФЧХ ШВ для кожної із дванадцяти схем 
аналізованих компоновок. Задля наочності результатів всі характеристики 
побудовані в єдиному масштабі. 
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Представлені АФЧХ мають по одній або по дві резонансні частоти в 
робочому діапазоні частот. Однак, амплітуди других резонансів на порядок менші 
і майже не впливають на поведінку характеристик. Тому, з усіх розрахованих 
АФЧХ вибирались тільки ті основні параметри, які визначаються першою 
формою коливань.  
 
 
Рисунок Б.6 – Розрахункові АФЧХ для різних типів (схем) компоновок ШВ 
 
На основі отриманих даних визначались залежності динамічних показників 
шпинделя від типу схеми (відповідно і від швидкохідності). Це дає можливість 
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зробити висновки про доцільність використання вибраних компоновок для 
застосування у верстатах.  
Вибрані основні показники АФЧХ ШВ зведені у таблицю Б.2.  
 






p  ,Гц pA ,см/даН p ,градуси 
1 17,5·10-6 709,9 227,14·10-6 87º36´ 
2 18·10-6 694,2 234,68·10-6 86º15´ 
3 17,8·10-6 700,5 229,87·10-6 87º45´ 
4 25,7·10-6 518,1 354,25·10-6 83º53´ 
5 25·10-6 526,4 348,72·10-6 84º56´ 
6 17,7·10-6 703,1 231,61·10-6 86º12´ 
7 18,3·10-6 613,7 243,17·10-6 84º11´ 
8 20,4·10-6 533,7 245,73·10-6 86º58´ 
9 21,2·10-6 544,3 270,84·10-6 86º32´ 
10 22,3·10-6 556,7 325,63·10-6 86º17´ 
11 25,7·10-6 454,1 356,41·10-6 86º27´ 
12 31,6·10-6 360,6 458,95·10-6 81º32´ 
 
Для наочності аналізу характеристик приведемо порівняльні діаграми 
залежності статичної піддатливості, частоти та амплітуди першого резонансу від 
типу схеми і відповідно швидкохідності шпиндельних вузлів (рисунок Б.7). 
Аналіз приведених діаграм показує, що із збільшенням швидкохідності 
конструкцій шпиндельного вузла від 1∙105 до 8∙105мм/хв. статична піддатливість 
зростає нерівномірно, а жорсткість шпинделя – зменшується (в 1,9 раз). При 
цьому суттєво падає резонансна частота першого резонансу – з 710 до 360 Гц. при 
збільшенні швидкохідності конструкцій резонансні амплітуди також суттєво 
зростають (більш, ніж вдвічі) Це можна пояснити зменшенням жорсткості і 
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демпфірування в опорах шпинделя при переході з роликових на кулькові 
підшипники (тобто від лінійного до точкового контакту тіл кочення). 
Таким чином, найбільш раціональними за критерієм «жорсткість-
швидкохідність» є компоновки шпиндельних вузлів відповідно схемам 6 і 7, в 
яких використовуються підшипники серії 3182000. Вочевидь тому ці компоновки 








Рисунок Б.7 – Діаграми зміни основних параметрів АФЧХ 
а) статична піддатливість; б) частота першого резонансу; 
в) амплітуда першого резонансу 
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Дослідимо вплив зміни компоновочних параметрів на динаміку ШВ.  
Моделювання проводилось для різних варіантів компоновок ШВ. В якості 
прикладу наведемо динамічні дослідження тільки однієї з типових компоновок – 
швидкісного варіанту комплектного ШВ верстата ИР500ПМФД5 (рис. Б.3).  
Вплив основних компоновочних параметрів ШВ необхідно знати для 
раціонального вибору компоновочних параметрів при проектуванні нових 
конструкцій вузлів. Зокрема таких важливих параметрів, як діаметр шпинделя d , 
міжопорної відстані l , довжини консолі шпинделя a . Основні компоновочні 
параметри ШВ показані на рисунку Б.8. 
 
 
Рисунок Б.8 – Основні компоновочні параметри конструкції ШВ  
 
Динамічні розрахунки і моделювання ШВ також виконувались за МПП в 
програмі Dynamo-S.  
Моделювання ШВ здійснювалось шляхом багатократних динамічних 
розрахунків ПС ШВ з варіюванням двох основних параметрів – діаметра 
шпинделя d  і міжопорної відстані l . В базовому варіанті був прийнятий ШВ з 
діаметром шпинделя в передні опорі 100мм (в задній – 90мм) та міжопорною 
відстанню 400мм (при розмірі консольної частини шпинделя 100мм) 
Під час моделювання величина консолі a  та параметри інструментальної 
оправки в усіх проведених дослідженнях залишались незмінними. Для зменшення 
впливу технологічних налаштувань на характеристики ШВ в конусі шпинделя 
 356 
закріплена жорстка (коротка) інструментальна оправка довжиною 150мм і 
діаметром 70мм, матеріал оправки – сталь 40Х.  
При моделюванні ШВ знаходились залежності і будувались графіки 
основних динамічних показників від міжопорної відстані при різних діаметрах 
шпинделя. Аналіз результатів моделювання дає можливість зробити висновки про 
раціональні значення діаметрів і міжопорних відстаней шпинделя для їх 
призначення при конструюванні ШВ. 
При моделюванні будемо використовувати ту ж саму розрахункову 
динамічну модель базового ШВ (з оправкою), що подана на рисунку Б.3 -в.  
Після здійснення обчислень динамічних характеристик конструкції 
виконувалась побудова їх у формі амплітудно-частотних (АЧХ), фазово-
частотних (ФЧХ), амплітудно-фазово-частотних (АФЧХ) характеристик і форм 
коливань шпинделя (рис.Б.5).  
Розрахунок дозволяє визначити основні параметри АФЧХ в зоні різання 
(перетин 11), зокрема статичну піддатливість ЕПСK  та резонансні частоти 1р , 
2р  і амплітуди 1рА , 2рА  шпиндельного вузла (для даної схеми отримано дві 
резонансні частоти).  
На першому етапі дослідження виконувались розрахунки динамічних 
характеристик шпиндельного вузла при варіюванні міжопорної відстані l  з 
такими значеннями: 300, 350, 400, 450 та 500мм, а також діаметра в передній 
опорі шпинделя d  зі значеннями: 60, 100, 140, 180 та 220мм. При цьому діаметр 
шпинделя  в передній опорі приймався рівним d , а в задній опорі – на 10-20мм 
менший. Всього було проведено 25 розрахунків, в яких визначені основні 
параметри динамічних характеристик (АФЧХ). По результатам розрахунків 
побудовані 3D-графіки залежностей основних параметрів АФЧХ ( ЕПСK , 1р , 
2р , 1рА , 2рА ) від міжопорної відстані l  та діаметра в передній опорі 
шпинделя d , які показані на рисунку Б.13. 
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d l Kепс( )  
а) 
d l 1   d l 2   
б) в) 
d l A1( )  d l A2( )  
г) д) 
Рисунок Б.9 –  3D-графіки залежності основних параметрів АФЧХ ШВ 
від діаметра d передньої опори та міжопорної відстані l : 
а) статична піддатливість ЕПСK ;  б) перша резонансна частота 1р ; 
в) друга резонансна частота 2р ;  г) амплітуда першого резонансу 1рА ; 




Проведемо більш детальний аналіз отриманих результатів.  
На графіку статичної піддатливості (рисунок Б.9 -а) видно, що ЕПСK  
більше залежить від діаметра в передній опорі. Зі збільшенням діаметра до 
розміру 100мм спостерігається стріМСЕ зменшення статичної піддатливості, бо 
шпиндельний вал стає більш жорстким і менше піддається прогину від статичного 
навантаження. Але потім зменшення ЕПСK  стає більш повільним, з чого можна 
зробити висновок, що подальше збільшення діаметра вала d  в меншій мірі 
впливає його на піддатливість, тут деформація вже більше залежить від 
деформації підшипників в опорах шпинделя.  
Також просліджується вплив і міжопорної відстані l , а саме зі зменшенням 
якої статична піддатливість знижується. Це пояснює сучасну тенденцію до 
скорочення міжопорної відстані шпиндельних валів тим, що з її зменшенням вал 
стає більш жорстким на згин.  
Проте, з іншої сторони, для більших діаметрів зростає роль маси шпинделя, 
що призводить до зменшення власних частот коливань системи (рисунок Б.9 -б,в). 
Так до діаметра 100мм підвищення резонансної частоти (до 450-500Гц) є 
наслідком збільшення діаметра в передній опорі, підвищення жорсткості вала на 
згин і збільшення жорсткості самої опори.  
Але з подальшим збільшенням діаметра передньої опори d  маса і 
жорсткість шпинделя суттєво збільшується, а жорсткість опори менше впливає на 
частоту, тому вона різко зменшується (до 300Гц при 200мм). При другому 
резонансі частота 2р  змінюється аналогічно, але максимум резонансної частоти 
досягається при діаметрі 180мм. 
Щодо міжопорної відстані l , то вона теж суттєво впливає на резонансні 
частоти. Для діаметра 60мм – зі збільшенням міжопорної відстані резонансні 
частоти постійно знижуються. Це говорить про те, що оптимальна міжопорна 
відстань є меншою за 300мм. Для діаметра 100мм знайдено оптимум міжопорної 
відстані – 400мм. Для інших значень діаметрів зі збільшенням міжопорної 
відстані їх резонансна амплітуда постійно збільшується. Це говорить про те, що 
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оптимальне значення міжопорної відстані лежить вище обраного діапазону. 
Резонансні амплітуди (рисунок Б.9 -г,д) теж залежать від діаметра передньої 
опори та міжопорної відстані, а саме зі збільшення діаметра та зі зменшенням 
відстані між опорами амплітуда зменшується, бо шпиндельний вал стає 
жорсткішим, а також відбувається підвищення жорсткості в опорах. Лише для 
другого резонансу 2р  при діаметрі 180мм спостерігається стрибок амплітуди, 
що пояснюється другою формою коливань шпинделя.  
Для уточнення результатів виконаних розрахунків проведені додаткові 
розрахункові експерименти ще для двох діаметрів 80мм та 120мм. Загальна 
картина впливу діаметра передньої опори та міжопорної відстані не змінилась, але 
були знайдені оптимальні міжопорні відстані для кожного з діаметрів. 
Після проведення основних досліджень виникла необхідність в додаткових 
дослідженнях:  
- з метою уточнення залежностей для діаметра 100мм міжопорна відстань 
змінювалась від 240мм до 500мм з інтервалом 20мм. 
- для знаходження оптимумів уведено два додаткові діаметри 80мм та 120мм і 
розширено діапазон міжопорних відстаней від 100мм до 900мм. 
Аналогічні розрахунки проведені для усіх змінних параметрів шпиндельних 
вузлів. Отримані результати зведені в таблицю Б.3.  
По отриманих даних побудовані графіки залежності основних параметрів 
АФЧХ ШВ від міжопорної відстані (рисунок Б.10).  
З них видно, що статична піддатливість спочатку зменшується до 
мінімальної (при 350мм), а потім зростає (рисунок Б.10-а) 
Аналогічно веде себе і перша резонансна амплітуда (рисунок Б.10-в), 
оптимум для якої – 300мм. Перша резонансна частота (рисунок Б.10-б) – навпаки 
зростає до оптимуму з міжопорною відстанню 400мм, а потім падає. 
Друга резонансна частота 2р  (рисунок Б.10-г) постійно падає, а амплітуда 
2рА  (рисунок Б.10-д) – зростає, тому оптимумів тут не виявлено. 
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Таблиця Б.3 – Результати розрахунків динамічних параметрів ШВ 
№  
п/п 
d, мм l, мм ЕПС
K ,  
см/даН 
Перший резонанс 
p ,Гц pA , см/даН p ,градуси 
1 60 100 .72242E-04 385.3 .18322E-02 -.90155E+02 
2 60 150 .58743E-04 429.1 .17089E-02 -.89447E+02 
3 60 200 .57644E-04 437.0 .21168E-02 -.86968E+02 
4 60 250 .60473E-04 429.0 .28584E-02 -.90029E+02 
5 60 300 .64910E-04 413.2 .39360E-02 -.89168E+02 
6 60 350 .71319E-04 388.5 .57720E-02 -.90817E+02 
7 60 400 .75399E-04 371.4 .71489E-02 -.88408E+02 
8 60 450 .80966E-04 346.9 .92064E-02 -.90357E+02 
9 60 500 .86572E-04 320.4 .11251E-01 -.87119E+02 
10 80 150 .40203E-04 467.1 .77629E-03 -.88961E+02 
11 80 200 .35182E-04 502.2 .70326E-03 -.86697E+02 
12 80 250 .33910E-04 517.1 .74687E-03 -.87419E+02 
13 80 300 .34242E-04 518.9 .87475E-03 -.86977E+02 
14 80 350 .35365E-04 511.5 .11135E-02 -.88777E+02 
15 80 400 .36917E-04 495.6 .15396E-02 -.90751E+02 
16 80 450 .38715E-04 466.3 .22211E-02 -.86650E+02 
17 80 500 .40658E-04 428.8 .29803E-02 -.88487E+02 
18 100 240 .25568E-04 511.7 .39486E-03 -.88321E+02 
19 100 260 .24901E-04 519.0 .38227E-03 -.84795E+02 
20 100 280 .24448E-04 526.1 .37490E-03 -.86891E+02 
21 100 300 .24159E-04 530.5 .37202E-03 -.84142E+02 
22 100 320 .23996E-04 535.2 .37341E-03 -.86575E+02 
23 100 340 .23933E-04 537.5 .37904E-03 -.83819E+02 
24 100 360 .23950E-04 540.0 .38989E-03 -.85828E+02 
25 100 380 .24032E-04 541.5 .40707E-03 -.87332E+02 
26 100 400 .24167E-04 541.7 .43395E-03 -.88219E+02 
27 100 420 .24344E-04 540.4 .47579E-03 -.88706E+02 
28 100 440 .24558E-04 536.1 .53886E-03 -.85105E+02 
29 100 460 .24801E-04 529.3 .61970E-03 -.86002E+02 
30 100 480 .25070E-04 518.7 .67782E-03 -.93059E+02 
31 100 500 .25360E-04 502.2 .69127E-03 -.88384E+02 
32 120 300 .19906E-04 487.8 .26401E-03 -.82732E+02 
33 120 350 .19096E-04 499.3 .23872E-03 -.82032E+02 
34 120 400 .18757E-04 506.9 .22179E-03 -.82400E+02 
35 120 450 .18706E-04 510.0 .20858E-03 -.74588E+02 
36 120 500 .18842E-04 518.4 .27011E-03 -.85720E+02 
37 120 550 .19102E-04 476.4 .11807E-03 -.34802E+02 
38 120 600 .19450E-04 435.3 .10700E-03 -.55914E+02 
39 120 650 .19859E-04 393.3 .15120E-03 -.57872E+02 
40 120 700 .20313E-04 358.0 .21276E-03 -.84075E+02 
41 120 750 .20800E-04 325.8 .30197E-03 -.92795E+02 
42 140 300 .17808E-04 430.6 .24506E-03 -.87055E+02 
43 140 350 .16720E-04 443.2 .21273E-03 -.87181E+02 
44 140 400 .16108E-04 450.6 .19007E-03 -.82226E+02 
45 140 450 .15790E-04 455.3 .16921E-03 -.78983E+02 
46 140 500 .15664E-04 458.6 .13858E-03 -.76025E+02 
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Таблиця Б.3 – продовження 
47 140 550 .15669E-04 446.6 .97268E-04 -.30393E+02 
48 140 600 .15764E-04 425.1 .63931E-04 -.13602E+02 
49 140 650 .15926E-04 395.2 .50696E-04 -.18308E+02 
50 140 700 .16136E-04 370.1 .51033E-04 -.47020E+02 
51 140 750 .16382E-04 342.0 .73432E-04 -.63356E+02 
52 180 300 .14879E-04 350.1 .22589E-03 -.86074E+02 
53 180 350 .14059E-04 358.2 .20115E-03 -.85662E+02 
54 180 400 .12878E-04 372.0 .16475E-03 -.87270E+02 
60 180 450 .12362E-04 379.3 .14692E-03 -.90131E+02 
61 180 500 .12023E-04 383.1 .13367E-03 -.83988E+02 
62 180 550 .11807E-04 385.7 .11436E-03 -.77644E+02 
63 180 600 .11679E-04 389.4 .11609E-03 -.79309E+02 
64 180 650 .11614E-04 391.4 .11391E-03 -.82289E+02 
65 180 700 .11596E-04 392.8 .10997E-03 -.84900E+02 
66 180 750 .11615E-04 331.0 .25697E-04 -.66107E+01 
67 180 800 .11662E-04 319.7 .22386E-04 -.11834E+02 
68 180 850 .11731E-04 295.7 .22935E-04 -.66660E+01 
69 220 300 .12952E-04 293.0 .21602E-03 -.90466E+02 
70 220 350 .11833E-04 305.7 .17706E-03 -.90434E+02 
71 220 400 .11073E-04 315.0 .15036E-03 -.91940E+02 
72 220 450 .10545E-04 319.9 .13313E-03 -.80973E+02 
73 220 500 .10172E-04 335.3 .10479E-03 -.86496E+02 
74 220 550 .99083E-05 335.3 .88611E-04 -.86330E+02 
75 220 600 .97220E-05 332.6 .74029E-04 -.70887E+02 
77 220 650 .95929E-05 331.2 .55380E-04 -.77255E+02 
78 220 700 .95068E-05 325.0 .41264E-04 -.60832E+02 
79 220 750 .94536E-05 315.4 .30947E-04 -.36900E+02 
80 220 800 .94263E-05 309.3 .20158E-04 -.30059E+02 
81 220 850 .94193E-05 291.5 .18668E-04 -.77529E+01 
82 220 900 .94286E-05 280.3 .16330E-04 -.36079E+01 
 
По результатах додаткового дослідження на рисунку Б.10 побудовані 
графіки залежності основних параметрів шпиндельних вузлів від міжопорної 
відстані l  для діаметрів передньої опори d  – 60, 80, 100, 120, 140, 180, 220мм.  
На рисунку Б.11-а зображений результуючий графік залежності значення 
статичної піддатливості ЕПСK  від міжопорної відстані l  (для різних діаметрів). З 
графіка видно, що зі збільшенням діаметра в передній опорі d  мінімальне 
значення ЕПСK  (статичний оптимум) постійно зменшується і при цьому 





Рисунок Б.10 – Залежність параметрів АФЧХ ШВ від міжопорної відстані:  
а) статична піддатливість ЕПСK ;  б) перша резонансна частота 1р ;  
в) друга резонансна частота 2р ;  г) амплітуда першого резонансу 1рА ; 
д) амплітуда другого резонансу 
2рА  
 
Подібне явище спостерігається і для першої резонансної амплітуди 1рА  
(рисунок Б.15-в) , але вже при інших значеннях міжопорних відстаней. Щодо 
першої резонансної частоти 1р  (рисунок Б.11-б), то її максимальна величина для 
різних діаметрів буде різною: до 100мм вона зростає, а потім – зменшується. З 
графіків видно, що для ШВ великого діаметру (більше 100мм) оптимальні 
значення ЕПСK  і амплітуди змінюються менше, а максимальна резонансна 
частота падає. Це можна пояснити тим, що шпиндельний вал стає більш 
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в) 
Рисунок Б. 11 – Графіки залежності основних параметрів АФЧХ ШВ від 
міжопорної відстані для різних діаметрів передньої опори (60–220 мм): 
а) статична піддатливість; б) перша резонансна частота; 
в) перша резонансна амплітуда 
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Таким чином, аналізуючи отримані результати можна констатувати, що 
статичні та динамічні оптимуми основних компоновочних параметрів ШВ 
існують і знаходяться поряд (хоча і не співпадають). При цьому для малих 
діаметрів шпинделів (менш жорстких на згин) точки розташування оптимумів 
усіх параметрів змінюються більш динамічно.  
Отже для досягнення найкращого результату при конструюванні ШВ 
доцільно враховувати отримані залежності і забезпечити оптимальні 
співвідношення між діаметром передньої опори d  та міжопорною відстанню l  
(при заданих параметрах консолі шпинделя і оправки).  
Бажаний оптимум завжди можна знайти за допомогою розробки 
спеціалізованої САПР, в якій доцільно передбачити оптимізацію конструкцій ШВ 





1. На динамічні характеристики ШВ суттєво впливають компоновочні параметри 
ШВ, зокрема такі його базові розміри − довжина шпинделя, діаметри в 
передній і задній опорах, міжопорна відстань, виліт консолі та хвостовика, вид 
приводного елементу.  
2. Проведені дослідження показали, що для знаходження раціональних 
параметрів конструкції ШВ більшу частину компоновочних параметрів можна 




ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПАРАМЕТРІВ В 
РОБОЧОМУ ПРОСТОРІ БАГАТООПЕРАЦІЙНОГО ВЕРСТАТА НА 
ДИНАМІКУ ШПИНДЕЛЬНИХ ВУЗЛІВ 
 
 
В процесі експлуатації універсальних верстатів на протязі життєвого циклу 
достатньо часто змінюються їх технологічні налаштування для виконання різних 
операцій. Особливо це стосується багатоопераційних верстатів, оснащених 
автооператорами і інструментальними магазинами.  
При заміні інструменту (в залежності від технологічних вимог обробки) 
інструментальне оснащення (інструмент, оправка, борштанга) може суттєво 
змінювати свої механічні властивості (параметри довжини, діаметру, маси). 
Попередній аналіз показує, що ці параметри в багатоцільових верстатах 
варіюються в широких межах. Так, наприклад, для верстата моделі ИР500ПМФ4 
довжина інструментальної оправки ol  сягає до 500мм, діаметр оправки (для 
забезпечення її жорсткості) – 200мм, маса інструмента (наприклад, при зміні 
діаметру торцевої фрези) – до 50кг. 
Метою даного дослідження є визначення впливу зміни параметрів 
технологічного інструментального оснащення на динамічні характеристики ШВ, 
який працює в робочому просторі багатоцільового верстату.  
Для цього при проведенні досліджень змінювались такі основні параметри: 
довжина інструментальної оправки, її діаметр, а також маса інструмента. При 
цьому визначались статична і динамічна піддатливість ШВ, резонансні частоти , 
форми коливань і інше. На основі цих досліджень можна зробити висновки про 
вплив цих параметрів на динамічні характеристики ШВ.  
Методику динамічного розрахунку покажемо на прикладі одного з варіантів 
ШВ. Для динамічних досліджень був обраний силовий варіант ШВ 
багатоцільового верстату моделі ИР500ПМФ5, 3D-модель якого разом з 








Рисунок В.1 – ШВ верстата ИР500ПМФ4 з ріжучим інструментом: 
а) 3D-модель ШВ і робоча зона верстата (500×500×500 мм); 
б) робоче креслення;     в) розрахункова модель. 
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На рисунку В.1-б показано креслення ШВ з усіма необхідними розмірами. В 
опорах ШВ застосовані радіальні роликові двохрядні підшипники з короткими 
роликами: 3182120 − в передній і 3182118 − в задній опорі. Осьову фіксацію 
забезпечує кульковий двохрядний упорно-радіальний підшипник 178020.  
На рисунку В.1-в представлена розрахункова динамічна модель роторної 
системи «шпиндель-оправка-інструмент».  
Розбиття динамічної моделі на ділянки за допомогою 10 перетинів 
здійснювалось з урахуванням таких факторів, як зміна діаметрів вала, 
зосереджена (ножова) опора (підшипник, що має жорсткість і демпфірування), 
зосереджений вантаж з масою і моментом інерції, жорстко закріплений 
безпосередньо на оправці (дискова фреза) та інших впливових факторів.  
В 10-му перетині прикладена радіальна сила P =1000Н (в зоні різання).  
На підготовчому етапі були визначені усі параметри, що характеризують 
окремі ділянки динамічної моделі, зокрема: довжина, розподілена маса і 
коефіцієнт демпфірування в матеріалі, жорсткість вала на згин, жорсткість та 
демпфірування опор (підшипників). При цьому також враховувались маси 
насаджених на шпиндель і оправку деталей, що обертаються. Ці розрахунки є 
тривіальними і тут не наводяться. 
Оскільки робочим простором багатоцільового верстата моделі ИР500ПМФ4 
є куб з розмірами 500×500×500мм (див. Рисунок В.1-а), то спочатку дослідження 
були проведені для оправок з довжиною до ol = 500мм.  
В першому експерименті змінювалась довжина оправки ol  від 10 до 500мм 
з кроком приблизно 50мм. При цьому незмінними параметрами залишались 
діаметр оправки od = 70мм та маса на її кінці 
12
10 632.0
 смсгМ , яка 
імітує інструмент.  
Динамічний розрахунок ШВ здійснювався за МПП в програмі Dynamo-S. 
Для розрахунку динамічних характеристик ШВ прийнятий частотний діапазон в 
межах  =0–2000 Гц. 
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Для кожного значення ol  на основі отриманих розрахунків побудовані 
годографи АЧХ, ФЧХ і АФЧХ ШВ, як це показано на рисунку В.2. Приклади 





































Рисунок В.2 – Динамічні характеристики ШВ верстата ИР500ПМФ4: 
а) АЧХ;      б) ФЧХ;       в) АФЧХ. 
 
На рисунку В.3 побудовані графіки залежності основних параметрів АФЧХ 
ШВ ( ЕПСK , 1рА , 1р ) від довжини інструментальної оправки ol  (при 
постійному діаметрі оправки od =70 мм та значенні маси на кінці оправки 

























































Рисунок В.3 – Графіки залежності основних параметрів АФЧХ від 
довжини оправки:    а) статична піддатливість;  б) резонансна амплітуда;  
 в) частота першого резонансу. 
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Аналіз даного дослідження показав, що починаючи з довжини оправки ol  = 
250мм, статична і динамічна піддатливість на кінці оправки в місці закріплення 
інструменту значно зростає. Так, статична піддатливість ЕПСK  зростає в 10 разів 
(з 0.000025 до 0.0002 см/даН), а резонансна амплітуда 1pA  – практично на два 
порядки і при довжині ol  = 500мм досягає 1pA  = 0.394 см/даН, що є 
неприпустимим з точки зору жорсткості системи і точності обробки деталей на 
верстаті.  
Проте, в конструкції багатоцільового верстата моделі ИР500ПМФ4 
передбачено використання поворотного столу, що забезпечує обробку деталі з 
чотирьох боків. Це дозволяє зменшити максимально необхідні довжини оправок 
ol під час обробки на верстаті майже в два рази, тобто прийняти значення до 
ol =250-300мм. 
Враховуючи вищезазначене, в наступному досліді розглянемо вплив на 
динамічні характеристики довжини скороченої оправки 
ol  , а також діаметра 
насадженого на неї інструмента id . При цьому довжина інструментальної 
оправки 
ol в експерименті змінювалась від 10 до 300мм (при незмінному діаметрі 
оправки od =70мм).  
Вплив зосередженої маси моделювався за рахунок варіювання діаметра 
інструмента id  (умовної дискової чи торцевої фрези). При цьому зміни діаметра 
інструмента id  від 50 до 250мм еквівалентні зміні маси інструмента від 
10М =0,632 до · 10М =43,48 г·с
2·см-1. 
На рисунку В.4 показані фрагменти роздруківки результатів розрахунку, в 
яких статична піддатливість в зоні різання (перетин 10) дорівнює 









Рисунок В.4 – Фрагменти протоколу результатів розрахунку ШВ: 
а) статична піддатливість; б) перша резонансна частота (400.6 Гц);  
в) друга резонансна частота (1173.9 Гц) 
 
На основі проведених розрахунків побудовані графіки залежності основних 
параметрів АФЧХ роторної системи «шпиндель-оправка-інструмент» від довжини 
оправки ol  та діаметра інструмента id  (при постійному діаметрі оправки od  =70 







Рисунок В.5 – Графіки залежності основних параметрів АФЧХ від 
параметрів інструмента - довжини оправки та діаметра фрези: 
а) частота першого (1) та другого (2) резонансів; 
б) статична піддатливість;     в) перша резонансна амплітуда; 
г) друга резонансна амплітуда 
 
Аналіз графіків показав, що із збільшенням довжини оправки ol  та діаметра 
інструмента id  (маси iМ ) обидві резонансні частоти зменшуються. При цьому 
частота першого резонансу 1p  зменшується при збільшенні довжини оправки і 
діаметра інструмента, але більш суттєво впливає параметр 
ol  – довжина оправки.  
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Максимальна резонансна частота дорівнює 1p =1197.4Гц при id  = 50мм 
( 10М =0,632г·с
2·см-1) та ol =10мм, а мінімальна – 1p =106.3Гц при id =250мм 
( 10М =43,48 г·с
2·см-1) та ol =300мм.  
Характер зміни 1p  аналогічний рисунку В.5-в для обох параметрів, а ωр2 
різко зменшується тільки при невеликих значеннях мас (тобто id ) і вильотів ol . 
Очевидно це пов’язане з другою формою коливань шпинделя.  
З рисунку В.5-б видно, що статична піддатливість при збільшенні ol  
зростає аналогічно рисунку В.5-а , а маса інструменту iМ  (тобто id ) не впливає 
на зміну ПСK  (тобто, статична піддатливість не залежить від маси). 
Однак, як видно з рисунків В.5-в,г збільшення діаметрів id  (мас) дуже 
сильно впливає на резонансні амплітуди коливань шпинделя, різко збільшуючи 
1pA  і зменшуючи 2pA  , особливо при достатньо великих вильотах оправок ol  . 
З рисунку В.5-в випливає, що перша резонансна амплітуда в більшій мірі 
залежить від діаметра інструмента id  (тобто маси інструмента), ніж від довжини 
оправки ol . Але слід відзначити, що різке зростання резонансної амплітуди 
відбувається при довжині оправки ol  =225-300мм. Максимального значення 
перша резонансна амплітуда набуває при id  =250 мм і ol =300мм – 1pA  = 0.09808 
см/даН.  
Значення другої резонансної амплітуди (рисунок В.5-г) зменшується при 
зменшенні діаметра інструмента (тобто маси інструмента), максимальні значення 
– при id =50 мм, але при даному діаметрі зменшуються не прямолінійно. При 
id =50 мм і ol =75 мм – максимальне значення другої резонансної амплітуди 2pA  
= 0.00003047 см/даН. 
Однак, отримані графіки не враховують вплив ще одного важливого 
параметра – діаметра інструментальної оправки od  , який може змінюватись в 
широких межах (від 50 до 200–250мм). Тому в наступному дослідженні будемо 
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змінювати усі фактори одночасно: довжину оправки, її діаметр та масу 
інструмента iМ .  
За результатами розрахунків побудовані графіки залежності основних 
параметрів АФЧХ роторної системи «шпиндель-оправка-інструмент» від 
вищезазначених параметрів інструментальної оправки (рисунки В.6 і В.7). 
З графіка на рисунку В.6 видно, що збільшення довжини оправки ol  
впливає на зростання статичної піддатливості EПСK  значно сильніше, ніж 
збільшення діаметра od . 
 
Рисунок В.6 – Залежність статичної піддатливості від довжини і діаметра 
інструментальної оправки 
 
Аналіз графіків, приведених на рисунку В.7, показав, що маса інструменту 
iМ суттєво впливає як на амплітуди, так і на резонансні частоти першого і 
другого резонансів шпинделя.  
При малих значеннях ol  і id  збільшення маси інструменту iМ  призводить 
до зменшення частоти першого резонансу 1p  (рисунок В.7-а) з 1200 Гц до 700 
Гц, частоти другого резонансу 2p  (рисунок В.7-б) – з 3000 Гц до 1600 Гц, 
амплітуди другого резонансу 2pA  (рисунок В.7-г) – більш ніж на порядок. При 
великих значеннях ol  збільшення маси інструменту iМ  призводить до 
збільшення амплітуди першого (основного) резонансу 1pA  (рисунок В.7-в) більш, 








Рисунок В.7 – Графіки залежності основних параметрів АФЧХ від 
довжини та діаметра оправки при різних значеннях мас інструменту: 
(1 – М10=0.632;    2 – М10=3.479;    3 – М10=9.962;    4 – М10=22.769;   
5 – М10=43.483) 
а) частота першого резонансу; б) частота другого резонансу; 





3. Статична піддатливість ШВ значно збільшується при збільшенні довжини 
(вильоту) оправки (приблизно по параболічному закону) та несуттєво 
зменшується (майже пропорційно) при збільшенні її діаметру. 
4. Значення резонансної амплітуди зростає (до 10 разів), а резонансної частоти 
зменшується при збільшенні довжини оправки і маси інструмента,  та при 
зменшенні діаметра оправки. Тут найбільш суттєво впливає збільшення 
довжини оправки, тому що одночасно зменшується жорсткість консолі на 
згин і збільшується приведена до зони різання маса оправки. 
5. Для забезпечення менших значень статичної піддатливості та резонансної 
амплітуди доцільно використовувати порожнисті оправки, що призведе до 
зменшення маси оправки (практично при незмінній її жорсткості), і, як 
наслідок, – підвищення власних частот коливань та покращення основних 
параметрів динамічних характеристик верстата.  
6. Доцільно використовувати також оправки телескопічної форми, що дає 
можливість зменшити їх вагу і забезпечити в цілому необхідну жорсткість та 
вібростійкість обробки на верстаті. 
7. Для зменшення величин амплітуд і підвищення резонансних частот коливань 
при великих вильотах оправок слід використовувати полегшений ріжучий 
інструмент (з корпусами із легких сплавів). Також доцільно застосовувати 
віброгасії вимушених коливань. 
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ДОДАТОК  Г 
ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІКИ ШПИНДЕЛЬНОГО ВУЗЛА В 
РОБОЧОМУ ПРОСТОРІ ТОКАРНО-ГВИНТОРІЗНОГО ВЕРСТАТУ 
 
Шпиндельні вузли (ШВ) є відповідальними вузлами верстатів, від яких 
суттєво залежить їх динамічна якість. Властивості ШВ повністю переносяться на 
верстат і відображаються на аналогічних характеристиках всієї конструкції.  
Під час обробки деталей на верстатах застосовуються сучасні прогресивні 
технологічні процеси і відповідно різні схеми обробки. При цьому обробка на 
універсальних токарних верстатах супроводжується широким варіюванням 
номенклатури оброблюваних деталей. Відповідно змінюються технологічні умови 
обробки на верстаті, використовуються різні види заготівель і різноманітне 
технологічне оснащення. Це призводить до суттєвої зміни параметрів ПС 
верстата, зокрема роторної підсистеми ШВ. Ці ж фактори впливають і на 
динаміку ПС верстату та безпосередньо відображаються на якості обробки 
деталей. При цьому в широких межах змінюються параметри роторної системи 
«шпиндель-пристосування-заготовка», що суттєво впливає на динамічні 
характеристики всього верстату.  
Розглянемо основні варіанти розрахункових динамічних моделей ШВ з 
урахуванням різних схем обробки на прикладі ШВ токарно-гвинторізного 
верстату мод. 16К20Ф3. 
В динаміці не можна застосовувати принцип суперпозиції в чистому 
вигляді. Тобто, не можна визначати динамічні характеристики незалежних 
елементів (вузлів і деталей), а потім просто складати їх разом. В повній 
динамічній системі окремі елементи пов’язані між собою різними в’язями і 
являють собою парціальні складові системи. Поєднати чи роз’єднати ці 
підсистеми можна тільки за допомогою спеціальних діакоптичних методів. Тому 
в даній частині роботи прийняте умовне розділення роторної системи «шпиндель-
пристосування-заготовка» на дві підсистеми по фланцю шпинделя так, як це 









Рисунок Г.1 – Варіанти динамічних моделей підсистеми ШВ 
 
Незмінна підсистема представлена самим ШВ без будь-яких пристосувань 
(рисунок Г.1-а). Варіативна (технологічна) підсистема може містити інструмент 
чи оброблювану деталь (заготовку). Комплектний інструмент зазвичай містить 
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оправку (чи перехідну втулку), яка закріплюються в конусі шпинделя (рисунок 
Г.1-б,в), і безпосередньо сам інструмент. При обробці заготовки, закріпленої в 
патроні (рисунок Г.1-г,д), вона може підтримуватись заднім центром. Крім того, 
заготовка може закріплюватись в центрах (рисунок Г.1-е), а також, при 
необхідності, підтримуватись люнетом. 
В цих схемах ПС ШВ представляється постійною (незмінною) підсистемою, 
яка в процесі експлуатації верстата практично не змінюється (хоча в 
довгостроковому вимірі деякі параметри можуть поступово змінюватись, 
наприклад, зазори-натяги в підшипниках кочення). Варіативна підсистема 
змінюється в залежності від виду технологічних операцій, які виконуються на 
верстаті. Звідси, роторна система ШВ може мати різноманітний вигляд і, 
відповідно, динамічні характеристики можуть змінюватись в досить широких 
межах. Тому і частка динамічної піддатливості ШВ в загальній піддатливості 
системи в кожному випадку може суттєво різнитися. 
Будемо розглядати задачу дослідження динаміки ШВ токарного верстату 
поступово. Спочатку розглянемо базову (незмінну) підсистему ШВ і з’ясуємо 
вплив різних видів компоновок на вихідні динамічні характеристики ШВ. Потім 
дослідимо вплив параметрів технологічного оснащення в робочому просторі 
верстата на динамічні характеристики роторної системи ШВ. 
На рисунку Г.1 показані можливі варіанти динамічних моделей роторної 
системи ШВ відповідно до основних технологічних схем обробки заготовок на 
токарно-гвинторізному верстаті моделі 16К20Ф3. 
В даному дослідженні проаналізуємо динаміку роторної підсистеми ШВ 
при різних технологічних умовах його використання в робочому просторі 
верстата. Зокрема будемо розглядати вплив параметрів заготовок і технологічного 
оснащення на динамічні характеристики підсистеми ШВ. 
Спочатку виконаємо динамічний розрахунок базового ШВ (рис.Г.1-а) , а 
потім – окремо ШВ з консольною заготовкою в патроні (рис.Г.1-г)  та з 
підтримкою її заднім центром (рис.Г.1-д). 
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На рисунку Г.2 зображені конструкції основних елементів шпиндельної 
роторної системи, зокрема самого ШВ верстату, механізованого патрону і 
заднього центру. До цього переліку слід додати заготовки різних розмірів з 







Рисунок Г.2 – Основні елементи роторної системи ШВ 
а) шпиндель;  б) автоматизований патрон;  в) задній центр (обертальний) 
 
Для здійснення динамічного розрахунку ПС ШВ за МПП з використанням 
програми Dynamo-S на основі креслень ШВ побудована розрахункова динамічна 
модель базового вузла, яка показана на рисунку Г.3. Динамічна модель ШВ 
представлена порожнистим валом змінного перетину на пружно-демпфіруючих 
опорах, які моделюють відповідні радіально–упорні підшипники з конічними 
роликами типу 697920Л та 17716Л.  
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Рисунок Г.3 – Розрахункова динамічна модель базового ШВ 
 
За допомогою восьми перетинів вал розділений по довжині на сім ділянок. 
Маси різних обертальних деталей (шестерні, зубчаті колеса, втулки, гайки, 
внутрішні кільця підшипників), що розміщені на валу, додаються до розподілених 
мас на ділянках шпинделя.  
Навантаження ШВ здійснюється радіальною силою Р= 1000Н на фланці 
шпинделя (у восьмому перетині). Там же вимірюються радіальні переміщення 
вала шпинделя і розраховуються динамічні характеристики системи (АЧХ, АФЧХ 
та інші). 
Для розрахунку системи за МПП були визначені усі необхідні параметри, 
які зведені у таблицю Г.1. 
Результати розрахунку на комп’ютері приведені на рисунку Г.4. 
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Таблиця Г.1 – Основні параметри динамічної моделі 
Параметр 
Номер ділянки або перетину 
1 2 3 4 5 6 7 8 
EIi∙10
8, даН∙см2 2.61 3.57 2.79 5.26 5.26 9.14 8.97 0 
li, см 17.0 13.7 13.7 14.5 8.3 9.0 15.0 0 
mi∙10
-4




0, даН∙с/ см 0.06 0.07 0.06 0.06 0.06 0.06 0.07 0 
спер∙10
6, даН/ см 0 0 0 0 0 0 3.55 0 
hпер∙10
2,  даН∙с/ см 0 0 0 0 0 0 8.41 0 
Мі∙10
0, даН∙с2/ см 0 0 0 0 0 0 0 0 
cзад∙10
6, даН/ см 0 1.76 0 0 0 0 0 0 
hзад  ∙ 10
1, даН∙с/ см 0 4.22 0 0 0 0 0 0 
 
Під час розрахунку програма автоматично будує АФЧХ, АЧХ і форми 
прогинів шпинделя, а також виводить роздруківку характеристик. Повний звіт 
про результати розрахунку зберігається в текстовому файлі результатів. 
Аналіз отриманих характеристик дозволив визначити наступне: 
- коефіцієнт статичної піддатливості ШВ ЕПСK дорівнює 0.00435даН/мкм; 
- в діапазоні частот до 1000Гц ШВ має одну резонансну частоту 679.9Гц; 
- максимальна амплітуда динамічної піддатливості (в резонансі) 
pA  дорівнює 
0.417даН/мкм; 
- коефіцієнт динамічності ШВ ДK складає 9.58; (коефіцієнт демпфірування у 
матеріалі шпинделя прийнятий – 0.06-0.07, а у підшипниках – 0.35). 
Для порівняння результатів був виконаний динамічний розрахунок ШВ за 
МКЕ в програмі CosmosWorks. 
Для цього на основі заводських креслень була побудована спрощена 3D-
модель ШВ, яка показана на рисунку Г.5-а. На її основі складена розрахункова 
динамічна модель ШВ, яка зображена на рисунку Г.5-б (з мережею кінцевих 
елементів). Фіксація конструкції здійснювалась по поверхням зовнішніх кілець 










Рисунок Г.4 – Результати розрахунків динаміки ШВ за МПП 














Рисунок Г.5 –  Результати розрахунків динаміки базового ШВ за МПП 
а) 3D-модель;  б) розрахункова модель;  в) статичні напруження;  
г) статичні переміщення;    д-м) форми коливань на частотах 677, 1048, 1728,1, 
2242, 2441, 2620, 2629, 2851 Гц   
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На рисунках Г.5-в-м представлені результати динамічного розрахунку ШВ 
за МКЕ у вигляді картин статичних напружень і переміщень, а також форм 
коливань на основних резонансних частотах. 
Порівняльний аналіз результатів обох розрахунків показав наступне: 
- перші резонансні частоти коливань динамічної системи практично 
співпадають 679.9 і 677Гц; 
- величини статичної піддатливості ЕПСK  також близькі за значеннями - 
0.00435 і 0.0045 даН/мкм; 
- форми ліній статичного прогину і першої форми коливань шпинделя майже 
збігаються. 
Таким чином, співставлення результатів обох розрахунків підтверджує 
коректність застосованих моделей і достовірність проведених досліджень. 
Проте, розглянута базова динамічна модель ШВ не відображає основних 
видів обробки на токарно-гвинторізному верстаті мод.16К20Ф3, зокрема 
обробку заготовок в патроні і в центрах.. 
Обробка коротких (жорстких) валів на токарно-гвинторізному верстаті 
моделі 16К20Ф3 звично виконується із затиском їх в патроні. При цьому можуть 
використовуватись як універсальні трьохкулачкові патрони, так і автоматизовані 
з відповідним приводом затиску (рисунок Г.2-б). 
Виконаємо моделювання роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка” з 
розподіленими параметрами за МПП. 
На основі базової моделі ШВ побудована розрахункова динамічна модель 
роторної системи за схемою обробки в патроні, яка подана на рисунку Г.6). 
При цьому до базової моделі (рисунок Г.2) додано дві ділянки (8 і 9), які 
моделюють патрон і заготовку. Навантаження радіальною силою 1000Н 
прикладалось на консолі заготовки (в 10-му перетині). 
Для розрахунку за МПП попередньо були визначені усі параметри 
динамічної моделі, які зведені у таблицю Г.2. За цими даними в програмі 
Dynamo-S були розраховані статичні і динамічні характеристики роторної 
системи ШВ у формі АФЧХ.  
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Рисунок Г.6 –  Розрахункова динамічна модель роторної системи ШВ  
 
Таблиця Г.2 – Основні параметри динамічної моделі 
Параметр 
Номер ділянки 





2.61 3.57 2.79 5.26 5.26 9.14 8.97 155 var 0 





























0 1.76 0 0 0 0 0 0 0 0 
hзад,  
даН∙с/ см 
0 4.22 0 0 0 0 0 0 0 0 
 
В таблиці Г.3 для різних розмірів заготовок наведені основні динамічні 
показники вузла: статична піддатливість ( ЕПСK ), що відповідає амплітуді на 
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нульовій частоті ( 0A , см/даН); максимальні амплітуди динамічної піддатливості 
(
pA , см/даН); резонансні частоти системи ( p , Гц).    
На основі розрахункових даних в програмі MathCAD побудовані просторові 
графіки залежності динамічних показників роторної системи від розмірних 
параметрів заготовок (довжини і діаметру), які зображені на рисунку Г.7. 
Таблиця Г.3 – Основні параметри динамічних характеристик (АФЧХ) 
od  ol  0A  1pA  1p  2pA  2p  3pA  3p  
50 75 .48508E-3 .33575E-2 303.7 .17764E-3 192.8   
50 150 .59026E-3 .36317E-2 303.4 .11259E-2 606.3 .20083E+1 804.6 
50 225 .18109E-2 .20905E-1 300.6 .62426E-2 430.5 .11298E-2 614.0 
50 300 .41108E-2 .25756E+0 279.5 .18871E-2 302.9 .52081E-3 599.7 
50 375 .99481E-2 .31298E+1 203.1 .35140E-2 310.1 .27864E-3 610.1 
100 75 .37737E-4 .35057E-2 297.7 .27415E-5 600.8 .30873E-6 1001 
100 150 .39422E-4 .63837E-2 282.4 .20714E-5 604.6 .19754E-5 1005 
100 225 .41490E-4 .98794E-2 270.1 .55963E-6 607.1   
100 300 .10792E-3 .15669E-1 256.9 .81219E-5 59Г.2 .39960E-3 890.7 
100 375 .19091E-3 .32833E-1 237.1 .98932E-4 583.5 .32457E-2 634.1 
150 75 .17686E-4 .37392E-2 289.7 .25263E-5 603.6   
150 150 .28042E-4 .77648E-2 260.9 .23655E-5 612.9 .51360E-6 1013 
150 225 .37136E-4 .12783E-1 242.2 .23169E-5 60Г.7   
150 300 .47948E-4 .20803E-1 22Г.4 .13671E-5 594.0 .16691E-4 994.0 
150 375 .66715E-4 .39540E-1 20Г.1 .29095E-5 599.5 .55442E-4 819.5 
200 75 .17678E-4 .40476E-2 279.8 .23452E-5 597.0 .29696E-6 1017 
200 150 .27841E-4 .95115E-2 240.0 .20070E-5 606.8   
200 225 .36504E-4 .16604E-1 218.7 .15634E-5 593.9   
200 300 .46500E-4 .27457E-1 201.7 .17871E-5 608.5 .61995E-5 988.5 
200 375 .63194E-4 .51159E-1 182.9 .20473E-5 598.0 .13973E-4 878.0 
250 75 .17676E-4 .46003E-2 264.3 .19925E-5 593.2   
250 150 .27781E-4 .12373E-1 21Г.7 .13934E-5 609.8   
250 225 .36315E-4 .21927E-1 194.4 .13362E-5 606.1 .29234E-5 1066 
250 300 .46067E-4 .36726E-1 178.9 .13588E-5 601.7 .35742E-5 961.7 











Рисунок Г.7 – Залежність динамічних показників від розмірів заготовок d і l 
а,б) статична піддатливість;  в) амплітуда першого резонансу 
1pA ;   
г) частота першого резонансу 
1p ; д) амплітуда другого резонансу 2pA ;   
е) частота другого резонансу 
2p ;  ж) суміщені графіки амплітуд 1pA  і 2pA ;  
з) суміщені графіки резонансних частот 
1p  і 2p  
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Аналіз графіків дозволяє костатувати наступне: 
- статична піддатливість системи при подовженні заготовки до 375мм 
зростає на порядок (майже по параболічному закону), а при збільшенні діаметру 
до 100-120мм різко зменшується і далі практично не змінюється; 
- амплітуда першого резонансу зі збільшенням довжини і діаметру 
заготовки постійно зростає (більш ніж на порядок), а частота − падає (з 303 до 
163Гц); 
- амплітуда другого резонансу при збільшенні діаметру до 100-120мм 
зменшується, а далі − практично стабілізується. 
- частота другого резонансу різко змінюється в діапазоні діаметрів 70-
120мм з подовженням заготовки сильно падає (з 606 до 303Гц), а далі 
стабілізується біля 600Гц.  
Виконаємо моделювання роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка” з 
розподіленими параметрами за за МКЕ 
Моделювання здійснювалось на базі побудованої 3D-моделі ШВ з 
заготовкою в патроні, показаної на рисунку Г.8-а. Вихідна розрахункова 
динамічна модель роторної системи ШВ представлена на рисунку Г.8-б.  
Фіксація моделі забезпечувалась аналогічно базовому варіанту. Динамічне 
навантаження системи здійснювалось радіальною силою Р= 1000Н, прикладеною 
на консолі заготовки (в зоні різання).  
На рисунку Г.8-в показана розрахункова динамічна модель з мережею 
кінцевих елементів, а на рисунку Г.8-г − каркасна модель цієї мережі (в ізометрії). 
При моделюванні змінювалась довжина ol  заготовки з постійним 
діаметром od =70мм. Для параметру ol  прийняті наступні фіксовані величини − 
100, 200, 300, 400, 500мм. 
Результати моделювання для різних заготовок зображені на рисунках Г.9-
Г.13. Тут приведені статичні напруження і  переміщення (деформації) системи, а 







Рисунок Г.8 –  Моделі роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка” 
а) 3D-модель конструкції;         б) розрахункова динамічна модель; 
в) мережа кінцевих елементів;  г) каркасна модель мережі 
 
По результатам моделювання виділені домінуючі форми коливань системи і 
проведено аналіз поведінки резонансних частот при зміні довжини заготовки. В 
програмі MathCAD побудовані графіки зміни частот системи в залежності від 
довжини заготовки (фактично від величини консолі заготовки), (рисунок Г.14). 
Побудовані графіки дозволили підтвердити обґрунтування розділення ПС 
ШВ на постійну і варіативну підсистеми (по фланцю шпинделя).  
З графіків видно, що при зростанні довжини заготовки (величини консолі) 
значна частина резонансних частот системи (з порядковими номерами 1,3,5,8) 
суттєво знижується. Особливо сильно падає перша резонансна частота, яка 
відповідає першій формі (моді) коливань шпинделя і часто має найбільшу 
амплітуду коливань. Це важливо, бо може призвести до зближення з іншими 














Рисунок Г.9 – Результати розрахунку ШВ для заготовки 70×100 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення (деформації); в-м) форми 














Рисунок Г.10 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 70×200 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення (деформації); в-м) форми 












Рисунок Г.11 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 70×300 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення (деформації);  














Рисунок Г.12 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 70×400 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення (деформації); в-м) форми 














Рисунок Г.13 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 70×500 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення (деформації); в-м) форми 










Рисунок Г.14 –  Графіки зміни перших восьми резонансних частот 
системи при зміні довжини заготовки  ol  мм (при od =70 мм) 
а) 1;    б) 2;    в) 3;   г) 4;   д) 5;   е) 6;    ж) 7;   з) 8 
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Усі ці частоти відповідають формам коливань, які переважно визначаються 
деформаціями заготовки (параметрами варіативної частини ШВ). Інші частоти 
змінюються мало і залишається приблизно на тому ж рівні (2,4,6,7). Форми 
коливань на цих частотах визначаються деформаціями самого шпинделя (тобто 
параметрами незмінної частини ШВ). Вищезазначене відповідає уявленню про 
умовний поділ ПС ШВ на парціальні коливальні системи, зв'язок між якими є 
досить сильним.  
Для обробки довгих валів на токарно-гвинторізному верстату для 
забезпечення необхідної жорсткості застосовується підтримка заготовки заднім 
центром, який розташований в отворі пинолі задньої бабки. 
Виконаємо моделювання роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка-
задній центр” за МПП. При цьому будемо використовувати обертальний задній 
центр, конструкція якого приведена на рисунку Г.2-в.  
На рисунку Г.15 показана розрахункова динамічна модель роторної системи 
з доданими ми елементами заднього центру (перетини 12 і 13). 
 
 
Рисунок Г.15 – Динамічна модель роторної системи “шпиндель-патрон-
заготовка-задній центр” 
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Для розрахунку за МПП визначені усі необхідні (незмінні) параметри 
динамічної моделі, які зведені у таблицю Г.4. 
 
Таблиця Г.4 – Основні параметри динамічної моделі 
Параметр 
Номер ділянки 





2.61 3.57 2.79 4.26 4.26 9.14 8.97 155 var var 0.02 0.004 0 




























 даН/ см 
0 1.76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.04 
hзад,  
даН∙с/ см 
0 4.22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.08 
 
З метою дослідження впливу параметрів заготовки на динамічні 
характеристики системи змінювались її діаметр od  та довжина ol . При цьому 
задавались діапазони варіювання цих параметрів і встановлювались їх значення в 
опорних точках. Для опорних точок були прийняті такі значення: для od  − 50, 
120, 170, 220, 290мм; для ol  − 300, 350, 385, 420, 470мм. 
В результаті розрахунку на ПК за програмою Dynamo-S знайдені всі 
необхідні параметри динамічних характеристик роторної системи, які зведені в 
таблицю Г.5. Зокрема: статична піддатливість ( ЕПСK ), що відповідає амплітуді на 
нульовій частоті ( 0A , см/даН); максимальні амплітуди динамічної піддатливості 
(
pA , см/даН); резонансні частоти системи ( p , Гц).  
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Таблиця Г.5 – Основні параметри динамічних характеристик (АФЧХ) 
 
На основі одержаних розрахункових даних в програмі MathCAD побудовані 
просторові графіки залежності різних динамічних показників роторної системи 
від параметрів заготовок, які зображені на рисунку Г.16. 
Аналіз графіків дозволив зробити наступні висновки: 
- статична піддатливість системи зі збільшенням довжини заготовки зростає 
майже пропорційно; при зростанні діаметру до 120-150мм − різко 
зменшується, а далі практично не змінюється; 
- амплітуда першого резонансу зі збільшенням довжини заготовки зростає по 
параболічному закону, а при зростанні діаметру поводиться аналогічно 
статичній піддатливості системи; 
od  ol  0A  1pA  1p  2pA  2p  
70 300 .9967E-4 .1227E-2 120.4 .8928E-4 331.9 
70 350 .1265E-3 .1716E-2 112.1 .1707E-2 113.6 
70 400 .1494E-3 .2305E-2 107.6 .2038E-3 236.2 
70 450 .1748E-3 .3083E-2 102.9 .2688E-3 212.0 
70 490 .2182E-3 .4715E-2 97.9 .2829E-3 183.0 
120 300 .3605E-4 .3148E-3 105.5 .5711E-5 277.8 
120 350 .3746E-4 .3556E-3 97.5 .6578E-5 243.7 
120 400 .3889E-4 .3969E-3 93.8 .2499E-5 328.0 
120 450 .4045E-4 .4361E-3 90.3 .3047E-5 331.1 
120 490 .4334E-4 .5279E-3 83.7 .3122E-5 317.0 
170 300 .3302E-4 .3559E-3 79.9 .3520E-5 250.9 
170 350 .3291E-4 .3893E-3 73.9 .7271E-6 417.2 
170 400 .3296E-4 .3998E-3 71.3 .9624E-6 402.4 
170 450 .3312E-4 .4109E-3 67.3 .1274E-5 386.9 
170 490 .3353E-4 .4546E-3 64.4 .2238E-5 232.5 
220 300 .3235E-4 .4521E-3 62.5 .5577E-6 453.4 
220 350 .3189E-4 .4525E-3 57.6 .4874E-6 422.1 
220 400 .3164E-4 .4848E-3 55.6 .1934E-5 22Г.1 
220 450 .3144E-4 .4996E-3 53.8 .1665E-5 229.4 
220 490 .3127E-4 .4954E-3 51.4 .1651E-5 215.0 
270 300 .3217E04 .5734E-3 47.4 .1579E-5 218.5 
270 350 .3159E-4 .6032E-3 44.7 .1241E-5 226.1 
270 400 .3114E-4 .5843E-3 43.1 .1292E-5 209.8 
270 450 .3084E-4 .5806E-3 40.6 .1332E-5 195.6 










Рисунок Г.16 – Залежність динамічних показників системи від  
розмірів заготовок( od  і ol ):  а,б) статична піддатливість; в) амплітуда першого 
резонансу 
1pA ; г) частота першого резонансу 1p ; д) амплітуда другого 
резонансу 
2pA ;  з) суміщені графіки резонансних частот 1p  і 2p е) частота 
другого резонансу 
2p ;  ж) суміщені графіки амплітуд 1pA  і 2pA ;  
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- частота першого резонансу зі збільшенням довжини і діаметру заготовки 
падає монотонно, проте значно більше залежить від зменшення діаметру; 
- - амплітуда другого резонансу хоча і значно менша ніж першого, але 
характер її зміни майже аналогічний; 
- - частота другого резонансу змінюється більш непередбачувано, хоча зі 
збільшенням діаметру в цілому зростає, а зі збільшенням довжини дещо 
зменшується. .Однак поверхня графіка має хребет з найбільших значень, який 
знаходиться в межах зміни діаметрів від 100 до 200мм в залежності від 
довжини заготовки. 
На рисунках Г.16-ж,з для порівняння наведені суміщені графіки для 
амплітуд і частот відповідно. 
З проведеного аналізу можна зробити висновок, що динамічні 
характеристики системи “шпиндель-патрон-заготовка-задній центр” суттєво 
залежать від розмірних параметрів заготовки. В робочій зоні верстата вони 
змінюються в широких межах, особливо для діаметрів заготовок до 130-150мм.  
Тому цей факт слід враховувати при проектуванні технологічних процесів 
обробки на верстаті. 
Виконаємо моделювання роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка-
задній центр” за МКЕ. На рисунку Г.17-а представлена 3D-модель роторної 
системи “шпиндель-патрон-заготовка-задній центр”, а розрахункова динамічна 
модель системи показана на рисунку Г.17-б.  
На відміну від базового варіанту модель зафіксована ще й на корпусі 
заднього центру. Динамічне навантаження системи здійснювалось радіальною 
силою 1000Н, прикладеною посередині заготовки.  
На рисунку Г.17-в показана розрахункова динамічна модель системи з 
розбиттям її мережею на кінцеві елементи для розрахунку за МКЕ. 
При моделюванні роторної системи “шпиндель-патрон-заготовка-задній 
центр” змінювався діаметр od  заготовки, а довжина залишалась постійною 
( ol =600мм). Для параметру od  прийняті наступні фіксовані величини − 75, 100, 








Рисунок Г.17 –  Моделювання роторної системи “шпиндель-патрон-
заготовка-задній центр” за МКЕ в програмі CosmosWorks 
а) 3D-модель конструкції;  б) розрахункова динамічна модель; 
в) мережа кінцевих елементів 
 
Для кожного з діаметрів були проведені розрахунки динамічної системи, 
зокрема визначені статичні напруження, статичні переміщення (деформації) 
перелік резонансних частот і побудовані форми коливань системи на цих 
частотах. 
Перелік резонансних частот системи при різних значеннях діаметру 
заготовки приведений на рисунку Г.18. Результати моделювання для різних 
заготовок зображені на рисунках Г.19-Г.23. 
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а) б) в) г) д) 
Рисунок Г.18 –  Перелік резонансних частот системи для заготовок діаметром   
а) 75мм;  б) 100мм;  в) 125мм;  г) 150мм;  д) 175мм 
 
Тут приведені як епюри статичних напружень і  переміщень (деформації) 
системи, так і форми коливань на 10 перших (основних) резонансних частотах. 
По результатам моделювання виділені домінуючі форми коливань системи і 
проведено аналіз поведінки резонансних частот при зміні діаметру заготовки. В 
програмі MathCAD побудовані графіки зміни частот системи (перших десяти) в 
залежності від діаметру заготовки, які дані на рисунку Г.24. 
Аналіз представлених залежностей показує, що збільшення діаметру 
заготовки в основному призводить до падіння резонансних частот системи. Це 
вочевидь пов’язано зі зростанням загальної маси коливальної системи при 
практично незмінній жорсткості опор (шпинделя і заднього центру). 
Серед усіх частот слід виділити першу, а іноді і другу резонансні частоти. 
Форми коливань на цих частотах мають найбільші амплітуди (див рисунок 
Г.24-в,д), які суттєво впливають на точність обробки в зоні різання. Порівняння 
характеру змін графіків частот (першої і другої форм коливань) з попереднім 
розрахунком показує їх практично повну тотожність.  
Однак деякі частоти при цьому навпаки зростають (третя і сьома). Форми 
коливань на цих частотах визначаються жорсткістю на згин вала заготовки, яка зі 
збільшенням діаметра суттєво зростає (вал самого шпинделя тут практично не 















Рисунок Г.19 – Результати розрахунку ШВ для заготовки 75×600 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення;  в-м) форми коливань 














Рисунок Г. 20 – Результати розрахунку ШВ для заготовки 100×600 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення; в-м) форми коливань на 














Рисунок Г.21 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 125×600 мм 
а) статичні напруження; б) статичні переміщення; в-м) форми коливань на 














Рисунок Г.22 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 150×600 мм 
а) статичні напруження;    б) статичні переміщення; в-м) форми коливань на 














Рисунок Г.23 –  Результати розрахунку ШВ для заготовки 175×600 мм 
а) статичні напруження;    б) статичні переміщення;  в-м) форми 












Рисунок Г.24 –  Графіки зміни резонансних частот системи при зміні 
діаметру заготовки 
od  мм (при постійній довжині ol =600 мм) 




1. Чисельні дослідження динаміки роторних систем ШВ підтвердили значний 
вплив на динамічні характеристики технологічних факторів – схем обробки, 
розмірів, мас і жорсткостей інструменту та заготовок. Для більш точної 
оцінки динаміки самого ШВ необхідно розмежувати наслідки дії факторів 
конструкторського та функціонального (технологічного) характеру.  
2. При створенні пружно-деформаційних моделей ШВ, які складаються з 
парціальних підсистем самого шпинделя та інструменту (чи заготовки з 
пристосуваннями - центр, патрон, планшайба) задля достовірної оцінки 
характеристик динаміку конструкції самого ШВ слід досліджувати з 
мінімізацією впливу технологічних факторів. Тобто, для цього розрахункові 
моделі ШВ необхідно умовно розділяти по фланцю шпинделя (з 
технологічним налаштуванням і без нього). 
3. Результати наведених досліджень ШВ в робочому просторі 
багатоопераційного та токарно-гвинторізного верстатів дозволяють зробити 
головний висновок про те, що динамічні характеристики ШВ (точніше 
роторних систем «шпиндель-оправка-інструмент» чи «шпиндель-
пристосування-заготовка») змінюють свої параметри в широких межах 
(практично на порядок і більше) і тим самим впливають на динамічні 
характеристики всього верстату. Цей факт необхідно обов’язково 
враховувати не тільки при конструюванні верстатів, але і при проектуванні 
технологічних процесів обробки деталей (технологічних налаштувань). 
4. Використовуючи отримані результати досліджень, можна вдосконалювати 
динамічні параметри шпиндельного вузла та прогнозувати динамічну якість 
верстата в цілому. Тому, запропоновані методики доцільно використовувати 






ПОРІВНЯННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ РОЗРАХУНКІВ ДИНАМІКИ 
ШПИНДЕЛЬНИХ ВУЗЛІВ В РІЗНИХ ПРОГРАМНИХ ПРОДУКТАХ 
 
 
З метою оцінки основних можливостей розглянутих вище методів і 
програмних засобів був проведений порівняльний аналіз розрахунків динаміки 
ШВ у різних розрахункових програмах. 
В якості базової конструкції для динамічних розрахунків прийнятий ШВ 
токарно-гвинторізного верстату з ЧПК мод.16К20Ф3. ШВ вбудований в 
шпиндельну бабку верстата. Конструкція ШВ складається із шпинделя на двох 
роликових підшипниках з конічними роликами (типу Гамет) та насадженими 
зубчатими колесами. В патроні закріплена заготовка діаметром 30мм і довжиною 
300мм, яка для підвищення жорсткості підкріплена заднім центром.  
3D-моделі шпиндельної бабки і ШВ побудовані в програмі KOMPAS-3D, а їх 
зображення показані на рисунку Д.1. 
Усі розрахунки динамічних характеристик виконувались для роторної 
системи „шпиндель–заготовка–задній центр” як з зосередженими, так і 
розподіленими параметрами за допомогою сучасних скінчено-елементних методів 
і програм [5-7,15]. Динамічні розрахунки ШВ здійснювалися в програмах ANSYS 
(в середовищі ANSYS Workbranch), Cosmos (з пакету SolidWorks-CosmosWorks), 
АРМShaft (з пакету АРМ WinMashine), а також оригінальних програм Dynamo-S, 
та програми, складеної у математичному пакеті MathCAD.  
Розглянемо особливості динамічного розрахунку зазначеної роторної 
системи ШВ в кожній з цих програм. 
Програма S-Dynamo  створена для розрахунку динамічних характеристик 
ШВ за МПП у вигляді АЧХ, ФЧХ, АФЧХ та форм коливань шпинделя. 
На рисунку Д.2 показана конструкція ШВ (в розрізі) та відповідна 






Рисунок Д.1  3D-модель ШВ верстату мод.16К20Ф3: 
а) 3D-модель підсистеми „шпиндель-заготовка”; 
б ) розміщення ШВ в шпиндельній бабці верстату 
 
 
Рисунок Д.2  Розрахункова модель роторної системи „шпиндель–заготовка–
задній центр” 
 
В розрахункової моделі здійснено розбиття конструкції вздовж осі шпинделя 
за допомогою 22-х перетинів. Підшипники та задній центр представлені тут у 
вигляді зосереджених (ножових) пружно-демпфіруючих опор: передня опора 
розміщена в перетині 13, задня – в перетині 3, задній центр – в перетині 22. 
Навантаження роторної системи здійснюється радіальною силою P , яка імітує 
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силу різання і прикладена в середині заготовки (перетин 19). Попередній 
розрахунок усіх необхідних параметрів на підготовчому етапі є досить 
тривіальним і тут не наводиться. В результаті проведеного динамічного 
розрахунку автоматично побудовані графіки основних частотних характеристик 






Рисунок Д.3  Результати розрахунку ШВ в програмі Dynamo-S: 
а) АЧХ (масштаб 1:0.5·10-8мм/даН); б) АФЧХ (масштаб 1:1·10-8мм/даН);  
в) форма коливань на частоті 201.13 Гц (масштаб 1:1·10-8мм/даН) 
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В програмі також розраховані основні резонансні частоти динамічної 
системи (в нашому випадку – 201.13 і 464.02 Гц).  
При розрахунку динаміки шпиндельного вузла за методом скінчених 
елементів у математичному пакеті MathCAD використовувалась методика, 
викладена в роботі [34].  
Вихідна роторна система ШВ „шпиндель–заготовка–задній центр” за 
допомогою 22-х перетинів розділялася на стержневі кінцеві елементи вздовж осі 
шпинделя, як показано на рисунку Д.4. 
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Рисунок Д.4  Поділ роторної системи на кінцеві елементи 
 
Додаткові три елементи встановлювались в місцях розташування 
підшипників і заднього центру для моделювання піддатливих опор. Змінюючи 
площу поперечного перетину цих елементів, можна задавати жорсткість опор.  
В результаті розрахункова схема роторної системи шпинделя має вигляд 
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Рисунок Д.5  Розрахункова схема роторної системи у вигляді рами 
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Демпфірування у матеріалі задавалось штучним методом — введенням 
опосередкованого комплексного модуля пружності [34]. Врахування 
демпфірування в матеріалі дало можливість визначити частотні характеристики в 
зоні різання (в перетині 19) в формі АЧХ і АФЧХ та побудувати форми коливань 
на основних резонансних частотах системи (рисунок Д.6) 
. 


















































Рисунок Д.6  Результати розрахунку ШВ в пакеті MathCAD: 
а) АЧХ; б) АФЧХ;   в,г) форми коливань на частотах 201 і 469 Гц  
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Аналіз результатів двох розрахунків показав, що по частотах вони майже 
збігаються (1-3%), а по амплітудах − суттєво різняться (до 50%). Це можна 
пояснити різницею у врахування демпфірування, особливо в опорах ШВ. 
В програмі АРМShaft розрахункова 2D-модель роторної системи ШВ 
створюється безпосередньо у вбудованому графічному редакторі, зображеному на 
рисунку Д.7. Редактор має широкі можливостями для завдання різноманітних 
елементів моделі: геометричних параметрів ділянок вала, їх перетинів, 
зосереджених мас, жорстких і піддатливих опор, різного виду навантажень. 
Програма не передбачає експорт моделей з інших графічних редакторів, що 
створює певні незручності і знижує її універсальність. 
 
При динамічному розрахунку роторної системи ШВ по створеній в редакторі 
моделі можна отримати значення основних власних частот згинних коливань 
системи „шпиндель-заготовка–задній центр” у вигляді таблиць. 
Результати розрахунків представлені на рисунку Д.8. 
Хоча в програмі і передбачено виведення форм власних коливань роторної 
системи, але вони відображають тільки приблизний їх вигляд, тому що 
розрахунок динаміки тут також проводиться без врахування будь-якого 
 
Рисунок Д.7 – Створення розрахункової моделі в програмі АРМShaft 
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демпфірування. Тому чисельні значення амплітуд на графіках Д.8-б,в не є 








Рисунок Д.8  Зображення результатів розрахунку в програмі АРМShaft 
а) таблиця власних частот системи; 
 б,в) форми коливань на частотах 201.32 і 469.06 Гц відповідно  
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Програма CosmosWorks дає можливість розрахувати резонансні частоти і 
форми власних коливань шпинделя, але з приблизними величинами 
демпфірування в матеріалі і опорах, що не дає можливість визначити реальні 
величини амплітуд коливань  
Розрахунок проводився на базі розробленої твердотільної 3D моделі ШВ, 
побудованої в програмі SolidWorks по аналогії з моделлю на рисунку Д.1-а.  
Існує можливість створення твердотільних моделей і в інших графічних 
пакетах (Kompas, AutoCAD ти інших) з наступним імпортом її до системи 
SolidWorks-CosmosWorks, що часто значно підвищує швидкість розрахунків. При 
цьому зі стандартної бібліотеки можна вибрати матеріал (рисунок Д.9), з якого 




Рисунок Д.9  Вибір стандартного матеріалу шпинделя із бібліотеки 
 
Для виконання розрахунку твердотільна модель роторної системи ШВ 
автоматично розбивається на кінцеві елементи за допомогою мережі, параметри 
якої приведені на рисунку Д.10.  
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Рисунок Д.10  Параметри мережі кінцевих елементів роторної системи ШВ 
 
До базової 3D моделі додаються також опори, в яких задається їх радіальна і 
осьова жорсткість. В прийнятій моделі це: передня, задня опори шпинделя і 
задній центр, який підтримує заготовку при різанні. 
Розрахунок виконується автоматично за допомогою внутрішньої програми 
FFE пакету CosmosWorks (рис. Д.11) до отримання завданої кількості власних 
частот системи  
 
 
Рисунок Д.11  Інформація про програму, що обчислює 
 
У програмі CosmosWorks результати розрахунків власних частот коливань 
роторної системи ШВ виводяться у вигляді таблиці (рис. Д.12) а також у вигляді 










Рисунок Д.13  Форми коливань роторної системи ШВ 
а) на частоті 218,09 Гц; б) на частоті 384,93 Гц;  
 
Таким чином, чисельні значення амплітуд на графіках, показаних на 
рисунках, як і в попередньому розрахунку (в програмі АРМShaft) не є реальними, 
а відображають тільки приблизну їх форму. 
Розрахунок роторної системи ШВ „шпиндель–заготовка–задній центр” в 
середовищі ANSYS Workbranch проводився на базі розробленої твердотільної 3D-
моделі, яку створив і розрахував аспірант О.Деркач (рисунок Д.14-а).  
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Відповідно до алгоритму розрахунку за МСЕ за допомогою мережі модель 




Рисунок Д.14  Розрахункова тривимірна модель роторної системи ШВ: 
а) вихідна 3D-модель ШВ;      б) мережа кінцевих елементів 
 
Навантаження ШВ здійснювалось радіальною силою величиною 2000 Н, яка 
була прикладена до середини оправки і діяла як сила різання. 
Засобами середовища ANSYS Workbranch проводились як статичні, так і 
динамічні дослідження конструкції ШВ. На рисунку Д.15 зображені результати 
проведених розрахунків, зокрема картина статичних деформацій та форми 
коливань системи ШВ на основних власних частотах. 
Завдяки можливості завдання демпфірування в матеріалах деталей в 
важливим результатом динамічного аналізу програмі ANSYS є визначення 
комплексних амплітуд коливань пружної системи.  
На рисунку Д.16 приведені побудовані на базі проведених розрахунків 
амплітудно-частотна (АЧХ) та фазово-частотна (ФЧХ) характеристики 
досліджуваної системи. Теоретично за цими даними можна побудувати 
амплітудно-фазово-частотну характеристику (АФЧХ) системи. Проте отримана 
ФЧХ на цьому етапі є ще досить грубою. Це не дозволяє точно визначити фазу 
коливань поблизу резонансних частот системи для побудови точної АФЧХ ШВ. 










Рисунок Д.15  Результати розрахунків роторної системи ШВ  
а) статичні деформації ШВ;   б,в,г,д) форми коливань ШВ на частотах 




Рисунок Д.16  Частотні характеристики роторної системи ШВ  
а) АЧХ;      б) ФЧХ 
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Підсумовуючи наведені вище результати динамічних розрахунків пружної 
системи ШВ токарно-гвинторізного верстату мод.16К20Ф3 в різних програмних 
продуктах, виконаємо їх порівняльний аналіз також із залученням результатів 
експериментальних даних, які отримані при додержанні аналогічних умов 
дослідів. Приклад експериментальної АФЧХ ШВ приведений на рисунку Д.17 
(крива 1). Там також зображена аналогічна розрахункова характеристика (крива 
2), яка раніше обчислена за МПП (див. рисунок Д.15-а). 
 
 
Рисунок Д.17  АФЧХ роторної системи ШВ: 
     1 - експериментальна; б) розрахункова (за МПП) 
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Порівняльний аналіз проводився за статичними і динамічними параметрами 
вихідних характеристик, які приведені в таблиці Д.1. Проаналізуємо кожний з цих 
параметрів. 







































5.3·10-7 201.13 5.05·10-6 465.02 1.88·10-6 є 
6 Експеримент 5.5·10-7 205.5 2.62·10-6 470.3 1.38·10-6 є 
 
Як видно з таблиці, значення статичної піддатливості ЕПСk  майже в усіх 
варіантах лежать в межах 5.3- 5.5мкм/даН, тобто відрізняються не більше ніж на 
3-4% і практично співпадає з експериментальним (тільки в системі ANSYS воно 
дещо нижче – Д.8 мкм/даН).  
В робочому частотному діапазоні 0 – 1000 Гц роторна система ШВ має дві 
резонансні частоти 
Перша резонансна частота 
1р  , яка має значення частоти близько 200 Гц 
(192-218 Гц), відповідає першій формі коливань шпинделя. По цьому параметру 
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розкид невеликий (в межах 10-15%), причому в методах 3-5 значення практично 
збігаються (похибка не перевищує 1-2%).  
Друга резонансна частота 
2р  , яка має значення частоти близько 470 Гц, і 
відповідає другій формі коливань шпинделя, має більший розкид. Тут значення 
частот в методах 3-5 також практично збігаються, а в методах 1 і 2 (де 
використовується 3D МСЕ) є значні відхилення від експерименту (45% і 20%).  
Амплітудні параметри характеристик відрізняються більш суттєво, ніж 
частотні, причому вони можуть бути визначені не у всіх програмах.  
Резонансна амплітуда коливань 
1pA  на першому резонансі змінюється в 
діапазоні 26-52 мкм/даН (в 2 рази), а 
1pA  – 14-63 мкм/даН (в 4.5 рази). Це 
пояснюється низькою точністю і складністю врахування демпфірування в 
розрахункових моделях. Особливо це стосується програм, які розроблені на 
основі МСЕ, де демпфірування в матеріалі враховується опосередковано (за 
гіпотезами Релея чи Сорокіна) [34]. В методах 4 і 5 величини амплітуд 
відрізняються від даних експериментів значно менше (35% і 15% відповідно). Це 
пояснюється більш детальним врахуванням демпфірування в розрахункових 
моделях (в ножових і розподілених опорах, в матеріалі шпинделя, в стиках).  
Можливість отримання фаз коливань   існує тільки в методах 4-6, що дає 
змогу будувати ФЧХ та АФЧХ роторних систем ШВ. 
Проведений порівняльний аналіз свідчить, що параметри розрахункових і 
експериментальних характеристик різняться в межах 3-15% по частотах і 30-50% 
по амплітудах. Подібні результати отримані при дослідженнях ШВ інших 




Найкращі результати по точності і якості розрахунків динамічних параметрів 
ШВ в порівнянні з експериментом дає використання МПП і програма Dynamo-S. 
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ДОДАТОК  Е 
ДИНАМІЧНИЙ РОЗРАХУНОК ТОКАРНО-ГВИНТОРІЗНОГО 
ВЕРСТАТУ З ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 
 
Загальний вид (фото) і побудована повна 3D-модель токарно-гвинторізного 
верстату мод.16К20Ф3 показані на рисунку Е.1. А на рисунку Е.2 приведені 3D-
модель пружної системи (ПС) верстату (без кожухів, електрошаф і інших), на базі 









Рисунок Е.2  ЗD-модель пружної системи верстата в двох видах: 
а) вид спереду; б) ізометричний вид 
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Методика динамічного розрахунку повністю ідентична приведеній в розділі 
5.1. Тому обмежимося тільки особливостями даного розрахунку і викладкою 
кінцевих результатів. 
На рисунку Е.3 представлена розрахункова динамічна модель верстату 




Рисунок Е.3  Розрахункова динамічна модель верстата (24-х масова) 
 
Для різних видів технологічних налагоджень сила навантаження P  
прикладалась між різцем і заготовкою в напрямку дії реальної сили різання.  
На рисунку Е.4 показана динамічна модель ШВ з 10-ма зосередженими 
масами. Шпиндель і заготовка (маси 1−10) та вал заднього центру (маси 22−24) 
розглядались як стержневі елементи (нежорсткі балки), які розташовані на 
пружно-демпфіруючих опорах (підшипниках кочення). 
Результати підготовчих розрахунків усіх параметрів динамічної моделі 
зведені у відповідні таблиці 7.17.7. 
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Рисунок Е.4  Розрахункова динамічна модель ШВ (10-ти масова) 
 
Таблиця Е.1 - Координати центрів мас елементів 
№ 
п/п 
Найменування елемента (маси) 
Координати 
X, см Y, см Z, см 
1 Зосереджена маса шпинделя 1  – 15.2 37.25 112.9 
2 Зосереджена маса шпинделя 2 1.8 37.25 112.9 
3 Зосереджена маса шпинделя 3 15.5 37.25 112.9 
4 Зосереджена маса шпинделя 4 29.2 37.25 112.9 
5 Зосереджена маса шпинделя 5 47.7 37.25 112.9 
6 Зосереджена маса шпинделя 6 52.0 37.25 112.9 
7 Зосереджена маса шпинделя Д7 61.0 37.25 112.9 
8 Зосереджена маса шпинделя 8 77.0 37.25 112.9 
9 Зосереджена маса шпинделя 9 99.5 37.25 112.9 
10 Зосереджена маса шпинделя 10 114.5 37.25 112.9 
11 Коробка швидкостей 34.03 49.98 117.36 
12 Станина 155.73 34.72 68.29 
13 Основа 139.57 37.72 22.54 
14 Повздовжній супорт 134.82 31.0 91.26 
15 Поперечний супорт 137.02 45.7 99.42 
16 Різцетримач 130.38 15.99 110.31 
17 Різець 117.01 27.4 111.27 
18 Задня бабка 277.80 34.92 97.40 
19 Піноль 270.94 37.25 112.9 
20 Перехідник для конусу 257.46 37.25 112.9 
21 Корпус заднього центру 252.17 37.25 112.9 
22 Зосереджена маса валу заднього центру 1 245.0 37.25 112.9 
23 Зосереджена маса валу заднього центру 2 247.5 37.25 112.9 
24 Зосереджена маса валу заднього центру 3 260.5 37.25 112.9 
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1 Зосереджена маса шпинделя 1 1.68 0.00168 - - - 
2 Зосереджена маса шпинделя 2 7.37 0.00337 - - - 
3 Зосереджена маса шпинделя 3 7.11 0.00311 - - - 
4 Зосереджена маса шпинделя 4 7.54 0.00654 - - - 
5 Зосереджена маса шпинделя 5 12.75 0.01275 - - - 
6 Зосереджена маса шпинделя 6 9.51 0.00951 - - - 
7 Зосереджена маса шпинделя 7 8.39 0.00839 - - - 
8 Зосереджена маса шпинделя 8 25.47 0.02547 - - - 




2.32 0.00232 - - - 
11 Коробка швидкостей 387.16 0.38316 210.19 294.23 337.56 
12 Станина 1627.92 1.62692 670.39 13020.32 13221.13 
13 Основа 2964.38 2.96438 2174.35 29007.90 30000.03 
14 Повздовжній супорт 175.04 0.17504 67.80 29.779 90.014 
15 Поперечний супорт 62.79 0.06279 37.613 7.673 37.038 
16 Різцетримач 52.91 0.05291 7.1199 5.7134 5.9640 
17 Різець 0.568 0.000568 0.0066 0.000674 0.00632 
18 Задня бабка 127.80 0.1238 14.4662 27.0694 22.3027 
19 Піноль 7.48 0.00748 0.07142 0.71849 0.71849 
20 Перехідник для конусу 1.372 0.001372 0.00637 0.01304 0.01304 
21 Корпус заднього центру 0.859 0.000859 0.00431 0.01214 0.01212 
22 Маса валу заднього центру 1 0.0315 0.000031 - - - 
23 Маса валу заднього центру 2 0.112 0.000112 - - - 
24 Маса валу заднього центру 3 0.0805 0.000080 - - - 
 
 
По аналогії з виразами (7.8) розділу 7 складалась система рівнянь руху 
динамічної моделі верстата під дією гармонічних навантажень в матрично-
векторній формі з використанням методів кінетостатики та коефіцієнтів впливу.  
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X, см Y, см Z, см 
25 Коробка швидкостей – станина 31.3 47.5 94.5 
26 Станина – основа 77.4 47.9 50.0 
27 Станина – повздовжній супорт 137.5 34.3 87.1 
28 Повздовжній супорт – поперечний супорт 137.0 37.3 98.1 
29 Поперечний супорт – різцетримач 137.0 17.6 101.6 
30 Різцетримач – різець 117.0 24.6 109.6 
31 Станина – задня бабка 274.2 29.3 87.1 
32 Задня бабка – піноль  270.0 37.2 111.0 
33 Піноль – перехідник для конусу  257.52 37.2 112.9 
34 Перехідник для конусу – корпус заднього центру 257.35 37.2 112.9 
 






























Коробка швидкостей – 
станина 
420.422 420.422 840.845 211963 303379 257671 
26 Станина – основа 578.779 578.779 1157.55 325247 1250126 1115853 
27 
Станина – повздовжній 
супорт 
181.488 252.521 362.976 88402 80181 114685 
28 
Повздовжній супорт – 
поперечний супорт 
307.596 267.256 534.512 135723 31280 83501 
29 
Поперечний супорт – 
різцетримач 
159.833 159.833 319.667 12659 15344 14001 
30 Різцетримач – різець 27.600 27.600 55.201 279 18 149 
31 Станина – задня бабка 132.438 165.474 264.877 22106 35316 28817 
32 Задня бабка – піноль 111.548 111.548 227.097 1045 21491 11268 





























101.05 101.05 142.91 3501119 5011103 6019050 




89.75 105.87 127.93 1918954 1740484 3520640 
28 
Повздовжній супорт 
– поперечний супорт 
69.98 65.23 92.25 3575268 823990 3110745 
29 
Поперечний супорт – 
різцетримач 
27.15 27.15 32.74 128951 156291.3 201696 
30 Різцетримач – різець 0.9972 0.9972 1.41 1184 77.88 892.68 
31 
Станина – задня 
бабка 
64.48 72.07 91.18 409930 654891 755714 
32 Задня бабка – піноль  7.27 7.27 10.285 8901 182938 135651 
33 
Піноль – перехідник 
для конусу  
2.78 2.78 7.93 33860 9697 30800 
34 
Перехідник – корпус 
заднього центру 
2.24 2.24 7.17 4027 5328 6615 
 
 
За результатами розрахунку побудовані АФЧХ верстата 16К20Ф3 та векторні 
діаграми динамічної піддатливості ПС, які показані на рисунку Е.5. 
Аналіз отриманих результатів дозволив визначити основні динамічні 
показники верстата: 
- статична піддатливість 31062.0 ЕПСK см/даН; 
- резонансні частоти 
p  - 60, 185 і 231 Гц; 
- максимальна амплітуда динамічної піддатливості (на частоті 
p  = 231 Гц) 
21019.0 pA см/даН;  
- характеристика стійкості 31013.0Re mЕПС см/даН; 







Рисунок Е.5  Динамічні характеристики ПС верстата 16К20Ф3 
(масштаб 1:0.28∙10-3 см/даН) 
а) АФЧХ;   б,в,г) векторні діаграми коливань на частотах 60, 185 і 231Гц  
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На рисунку Е.6 зображені форми коливань верстата на резонансній частоті 
231Гц, на яких видно як відбувається деформація окремих елементів конструкції 
на резонансних частотах і відтискання ріжучого інструменту від деталі. 
 
 




ДОДАТОК  Ж 
ДИНАМІЧНИЙ РОЗРАХУНОК ТОКАРНО-ГВИНТОРІЗНОГО 
ВЕРСТАТУ З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 
 
Методика динамічного розрахунку верстату моделі 16К20Ф3 з 
розподіленими параметрами аналогічна приведеній в розділі 5. Тому обмежимося 
тільки особливостями розрахунку цього верстату і викладкою отриманих 
результатів. 
Для розрахунку за МСЕ в програмі SolidWorks розроблена спрощена 3D-
модель ПС верстату 16К20Ф3. Спрощення виконувалось за методикою, описаною 
в розділі 5. При цьому в базовому верстаті модернізована тільки коробка 
швидкостей. 
Загальний вид розробленої 3D-моделі верстату в проекціях і в ізометрії 
показаний на рисунку Ж.1-а,б. Там же (рисунок Ж.1-в,г) зображені варіанти 
встановлення заготовки в патроні і в центрах. 
Складання розрахункової динамічної моделі, завдання матеріалів, 
демпфірування і умов контакту деталей та побудова мережі кінцевих елементів 
здійснювалось за загальноприйнятою методикою, розглянутою в розділі 5. 
Зупинимось тільки на особливостях динамічного розрахунку верстата 
мод.16К20Ф3. 
Дослідження динаміки верстату моделі 16К20Ф3 виконувалось для різних 
видів заготовок і технологічних налаштувань. При цьому верстат встановлювався 
на віброопорах, які розташовані під його станиною. 
Навантаження ПС здійснювалось силою Р=1000Н по координатах або в 
напрямку дії сили різання. При імітації токарної обробки (як для заготовки в 
патроні, так і в центрах) сила прикладалась на вершині різця, а її реакція − на 
оброблювальній деталі в зоні різання.  
Виконаємо розрахункові дослідження динаміки верстату як при обробці в 








Рисунок Ж.1  3D-моделі верстату мод.16К20Ф3 
а) 3D-модель в проекціях; б) 3D-модель в ізометрії; 
в) встановлення заготовки в патроні;  г) встановлення заготовки в центрах 
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Дослідження динаміки верстату при обробці в патроні виконувалось по 
розрахунковій 3D-моделі верстата, яка зображена на рисунку Ж.2-а,б 
(твердотільна і каркасна). Закріплення моделі здійснювалось згідно прийнятої 
схеми встановлення верстата шляхом фіксування усіх чотирьох віброопор. При 
розрахункових дослідженнях використовувались різні по довжині (100-500мм) і 
діаметру (50-200мм) заготовки. 
Для кожного з варіантів розрахунку виконувалась побудова мережі кінцевих 
елементів повної ПС верстату. Приклад мережі зображено на рисунку Ж.2-в. Вона 






Рисунок Ж.2  Розрахункова 3D-модель ПС верстату мод.16К20Ф3: 
а) загальний вид;   б) каркасна модель (з прозорими елементами); 
в) мережа кінцевих елементів верстату;   г) навантаження в робочій зоні; 
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Схеми навантаження при даних розрахунках залишались практично 
незмінними. На рисунку Ж.2-г показано навантаження ПС, яке здійснювалось 
силою Р=1000Н в напрямку дії сили різання. При цьому сила діяла як на деталь 
(на консолі шптнделя), так  і на різець (реакція сили). 
Динамічний розрахунок в програмі SolidWorks кожного варіанту на 
сучасному ПК тривав близько восьми годин для кожного варіанту. 
Для прикладу покажемо результати розрахунку налаштування верстату при 
параметрах заготовки довжиною 300мм і діаметром Д80мм (рис. Ж.3). 
Аналогічні розрахунки були виконані прі закріпленні верстата на фундаменті 
(підливка) для заготовки діаметром 150мм і довжиною 200мм (рисунок Ж.4). 
Проведені дослідження динаміки ПС токарно-гвинторізного верстату моделі 
16К20Ф3 із заготовкою в патроні показали наступне: 
1. Весь досліджуваний частотний діапазон ПС верстату (0-500Гц)можна 
розділити на дві частини. Перший діапазон 0-250Гц пов'язаний з коливаннями 
базових корпусних елементів (основа, станина, шпиндельна бабка), а другий 150-
500Гц − більш дрібними елементами (ШВ, вали, супорти, різцетримач, задня 
бабка). 
2. Перші резонансні частоти ШВ (із заготовкою) лежать в межах 150-250Гц в 
залежності від параметрів заготовки. При відсутності заготовки частоти ШВ 
лежать вище 300Гц. 
3. Величини амплітуд коливань при зростанні резонансних частот в цілому 
знижуються, при цьому коефіцієнти деформації для відображення форм коливань 
верстата зростають.  
4. При встановленні верстата на фундаменті з підливкою деформації основи і 
станини суттєво зменшуються (особливо у вертикальній площині). При цьому 
нижчі частоти підіймаються вище 100Гц, що свідчить про підвищення динамічної 










Рисунок Ж.3  Результати розрахунку верстату мод.16К20Ф3 (на віброопорах): 
а) перелік резонансних частот системи;  б) статичні деформації; 










Рисунок Ж.4   Результати розрахунку верстату мод.16К20Ф3 (на фундаменті): 
а) розрахункова модель;   б) перелік резонансних частот системи;  
в,г,д,е,ж,з) форми коливань на частотах  136, 172, 186, 225, 257, 392, 403Гц  
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Обробка валів в центрах на токарно-гвинторізному верстаті моделі 16К20Ф3 
звично здійснюється для довгих нежорстких заготовок, а також при великих 
діаметрах деталей. При цьому використовується задній центр (обертовий чи 
нерухомий), який закріплюється у висувній пінолі задньої бабки. В конусі 
шпинделя встановлюється нерухомий центр. Для забезпечення обертання 
заготовки використовують центр з рифленням або поводковий патрон.  
Приклад технологічного налаштування при обробці в центрах приведений на 
рисунку Ж.5 з навантаженням ПС верстата силами різання в робочій зоні. На 
рисунку Ж.6-а зображена розрахункова модель верстату (з мережею кінцевих 




Рисунок Ж.5  Приклади використання заготовок в центрах: 
а) встановлення заготовки в центрах;  б) навантаження силою різання; 
 
При розрахунках використовувались заготовки різних діаметрів (від 100 до 
200мм) і довжин (від 500 до 1500мм). В результаті проведених динамічних 
розрахунків для кожного з варіантів заготовок отриманий список резонансних 
частот системи (до 15 частот).  
Розглянуті варіанти приведені в таблиці Ж.1. Для інших варіантів (позначені 
знаком «-») заготовки є нежорсткими (довжина більше 10 діаметрів) і тут не 




Рисунок Ж.6  Розрахункові моделі верстату мод.16К20Ф3: 
а) мережа кінцевих елементів верстату;  б) статичні навантаження 
 
Таблиця Ж.1  Резонансні частоти системи при різних параметрах заготовки  
Довжина, мм 
Діаметр, мм 






























Крім резонансних частот виконувались також статичні розрахунки 
деформацій (переміщень) і напружень, форми (моди) коливань на резонансних 
частотах системи.  
На базі проведених досліджень побудовані залежності зміни резонансних 
частот від розмірних параметрів заготовки, які приведені на рисунку Ж.7. 
Як показали проведені дослідження зі збільшенням діаметру заготовки 
резонансні частоти системи мають чітку тенденцію до зниження (рисунок Ж.7-а), 
особливо сильно для тих форм коливань, які визначаються роторною системою 
“шпиндель-заготовка-задній центр“. 
Аналогічно, зі збільшенням довжини заготовки резонансні частоти системи, 





Рисунок Ж.7  Залежність резонансних частот від параметів заготовки: 
а) при збільшенні діаметру (з постійною довжиною 500 мм) ; 
б) при збільшенні довжини (з постійним діаметром 200 мм) 
 
Для прикладу на рисунках Ж.8 і Ж.9 наведені побудовані картини 









в)  г)  
  
д)  е)  
  
ж)  з)  
Рисунок Ж.8  Результати розрахунку верстату з заготовкою 
100×500мм: 
а) 3D-модель;  б) мережа кінцевих елементів;  в-к) форми коливань на 











Рисунок Ж.9   Результати розрахунку верстату із заготовкою 200×1500мм: 
а) 3D-модель;   б) деформації;   в-к) форми коливань на частотах  65, 129, 
132, 176, 219, 301Гц (відповідно) 
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ДОДАТОК  З 
ОДНОПАРАМЕТРИЧНА ДИНАМІЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ 
ШПИНДЕЛЬНОГО ВУЗЛА   
 
З попередніх досліджень відомо, що для ШВ існують раціональні 
(оптимальні) значення базових компоновочних параметрів ШВ по статичних та 
динамічних характеристиках, що вказує на доцільність проведення оптимізації. 
Розглянемо методологію однопараметричної динамічної оптимізації ШВ з 
використанням динамічних розрахунків за МСЕ в програмі 
SolidWorks/CosmosWorks.  
Оптимізація проводилась на прикладі КШВ верстата ИР500ПМФ4 
(швидкісний варіант). Для цього в CAD системі SolidWorks були розроблені 
параметричні 3D-моделі КШВ. При побудові 3D-моделі КШВ використовувались 
3D-моделі підшипників з бібліотеки Tools системи SolidWorks. 
Конструкція КШВ і його спрощена параметрична 3D-модель (з короткою 





Рисунок З.1  Швидкісний варіант КШВ ( з короткою оправкою): 
а) складальне креслення;   б) параметрична 3D-модель. 
 
Параметризації підлягали розміри практично усіх деталей вузла, але при 
оптимізації враховувалися лише основні компоновочні розміри: діаметр в 
передній опорі d , відстань між опорами l , довжина консолі a  та розміри 
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оправок - довжина ol  та діаметр od . При розрахунку базового варіанту КШВ 
використовувались наступні значення параметрів: l =300 мм; od =70 мм; ol =200 
мм (довгої) та 50 мм (короткої). 
На рисунку З.2 показана розрахункова модель КШВ з мережею скінчених 
елементів. В розрахунковій моделі базування і закріплення шпиндельного вузла 
виконувалось по фланцю корпуса, як і в реальній конструкції. Навантаження 
шпинделя здійснювалось радіальною силою P =1000Н, прикладеною на консолі 




Рисунок З.2  Розрахункова 3D-модель КШВ (з довгою оправкою ) 
 
Дослідження динаміки КШВ проводилося при гармонічному навантаженні в 
діапазоні частот від 0 до 10000 Гц. Для кожного варіанту конструкції 
розраховувались резонансні частоти (не менше 15). Наприклад, для базового 
варіанту вузла з довгою оправкою вони показаний на рисунку З.3. 
Крім того розраховувались величини статичних напружень і деформацій 
конструкції, будувались картини форм коливань на основних резонансних 
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частотах. В програмі CosmosWorks форми коливань будуються в збільшеному 
масштабі деформацій (для наочності результатів). 
Вибіркові приклади результатів розрахунків для короткої оправки показані 
на рисунку З.4, а для довгої – на рисунку З.5. 
 
 
Рисунок З.3  Розрахований ряд резонансних частот (довга оправка) 
 
 
Рисунок З.4  Результати розрахунків КШВ (коротка оправка): 
а) статична деформація;    б) форма коливань на частоті 1558 Гц; 




Рисунок З.5  Результати розрахунків КШВ (довга оправка): 
а) статичні переміщення;     б) статичні напруження;  
в) форма коливань на частоті 817 Гц;   г) форма коливань на частоті 4109 Гц 
 
Система CosmosWorks дозволяє проводити оптимізацію як окремих деталей, 
так і збірних конструкцій.  
Оптимізація збірної 3D-моделі може виконуватись тільки шляхом змінення 
збірних розмірів, але при цьому не дозволяє змінювати розміри деталей. Тому для 
вирішення поставленої задачі параметричної оптимізації шпиндельного вузла по 
статичних та динамічних показниках в якості єдиного варіативного параметру 
використовувалась міжопорна відстань (відстань між серединами опор) l . З 
метою забезпечення можливості розширення діапазону варіювання параметром l  
внесено зміни в конструкцію корпуса та шпинделя, які дозволяють розташовувати 
задню підшипникову опору вздовж практично усього шпинделя. 
Для цього довжина шпинделя і відповідно корпуса збільшена на 105мм, 
причому передня опора закріплена жорстко, а задня переміщувалась по 
шпинделю вздовж корпусу на завдану відстань (в залежності від розміру l ). Це 
дозволило при розрахунках змінювати розмір l  в діапазоні від 200мм до 400мм. 
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Для прикладу на рисунку З.6 приведені картини форм коливань 
шпиндельного вузла з подовженим корпусом ( з короткою оправкою) на 
резонансних частотах для різних значень міжопорної відстані l . 
 
 
Рисунок З.6  Форми коливань КШВ з подовженим корпусом: 
а) при l=400мм на частоті 908 Гц ;б) при l=375мм на частоті 1505Гц; 
в) при l=325мм на частоті 887 Гц; г) при l=300мм на частоті 1538Гц; 
 
Оптимізація проводилась двома шляхами: як за автоматичним методом, 
вбудованим в програму CosmosWorks, так і вручну (на основі проведення серії 
розрахунків). В основі автоматичного методу однокритеріальної оптимізації 
застосовується метод дихотомії (метод половинного ділення). 
Однокритеріальна параметрична оптимізація в програмі CosmosWorks 
забезпечується шляхом пошуку екстремуму цільової функції при зміні 
варіативного параметру. Для цього програмі необхідно задати критерій 
оптимізації та діапазон змінення варіативного параметру. При статичній 
оптимізації в якості критерію було прийнято значення статичної жорсткості 
шпиндельного вузла, а при динамічній – значення першої власної частоти 
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коливань шпинделя, яка практично визначається жорсткістю конструкції (при 
постійному значенні масово-інерційних параметрів вузла).  
Оптимізація шпиндельного вузла проводилась поступово, в два етапи. 
На першому етапі виконувалась наближена оптимізація для конструкції вузла 
з подовженим корпусом. Варіативний параметр l  змінювався в широкому 
діапазоні (від 200мм до 400мм) з кроком 25мм. При цьому знаходилась зона 
розташування оптимуму міжопорної відстані.  
На другому етапі для уточнення раціональних параметрів вузла проводилася 
оптимізація в звуженій зоні, але вже для базової конструкції ШВ.  
Оптимізація шпиндельного вузла виконувалась окремо, як для короткої 
( ol =50мм), так і для довгої ( ol  =200мм) інструментальної оправки (таблиця З.3). 
На рисунку З.32 показані побудовані на основі таблиці З.1 графіки результатів 
статичної та динамічної оптимізації комплектних шпиндельних вузлів. 
Проведена серія дослідів по розрахунку статичних та динамічних показників 
комплектних шпиндельних вузлів при різних відстанях між опорами шпинделя 
( l =200…400мм) дозволила знайти оптимальну міжопорну відстань. 
 
Таблиця З.1 – Результати проведених досліджень 
N 
п/п  
l , мм 
Коротка оправка 
ol =50мм Довга оправка ol =200мм 
y, мм f, Гц y, мм f, Гц 
1 200 0.004437 1521.14 0.075022 81З.95 
2 225 0.004204 1530.05 0.073617 81З.69 
3 250 0.003780 1542.22 0.066834 81З.80 
4 275 0.004103 154З.61 0.064819 81З.46 
5 300 0.004622 154З.17 0.063203 81З.89 
6 325 0.004716 155З.84 0.060748 81З.74 
7 350 0.005331 1531.77 0.062156 81З.51 
8 375 0.004437 1509.13 0.063812 81З.28 
9 400 0.004437 148З.21 0.072342 81З.13 
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Рисунок З.7  Залежності першої резонансної частоти f(Гц) та статичної 
деформації оправки y (мм) від міжопорної відстані l :  
а) з короткою оправкою ( ol =50мм);   б) з довгою оправкою ( ol =200мм) 
 
При використанні короткої оправки ( ol =50мм) оптимальна відстань 
дорівнює l =300мм. При цьому перша резонансна частота шпиндельного вузла є 
найбільшою (1556,51 Гц). А при використанні довгої оправки ( ol =200мм) 
оптимальна відстань становить l =250мм, при цьому перша резонансна частота 
дорівнює 817,80 Гц. Аналіз графіків показує, що статичні і динамічні оптимальні 
міжопорні відстані існують, але для різних довжин оправок вони не співпадають. 
Для перевірки коректності результатів ручної оптимізації була проведена 
автоматична оптимізація міжопорної відстані за допомогою вбудованих засобів 
системи CosmosWorks. При цьому зберігалися усі умови проведення розрахунків, 
як і в попередніх експериментах (діапазони варіювання, параметри оправок і 
інше).  
В результаті отримали такі значення для різних довжин оправок: для 
ol =200мм оптимальна міжопорна відстань становить 240мм, а для оправки 
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1. При однопараметричній оптимізації можна вибрати раціональні 
конструктивні параметри шпиндельного вузла при зміні лише одного 
компоновочного параметру металорізального верстату .  
2. Технологічні параметри обробки, зокрема технологічне оснащення 
(параметри інструментальних оправок) суттєво впливають на зміни 
статичних і динамічних характеристик комплектних шпиндельних вузлів та 
вибір оптимальних параметрів конструкції.   
3. Система CosmosWorks дозволяє проводити оптимізацію як окремих деталей, 
так і збірних конструкцій, зокрема шпиндельних вузлів. Однопараметрична 
оптимізація шпиндельних вузлів в програмі CosmosWorks забезпечується 




ДОДАТОК  И 
МЕТОДИКА ДИНАМІЧНОГО РОЗРАХУНКУ ШПИНДЕЛЬНИХ 
ВУЗЛІВ ЗА МЕТОДОМ ПОЧАТКОВИХ ПАРАМЕТРІВ  
 
 
Для динамічного розрахунку ШВ за методом початкових параметрів (МПП) 
його представляють у вигляді пружної балки круглого перетину на пружно-
демпфіруючих опорах з розподіленими параметрами по довжині шпинделя.  
На рисунку И.1 показана ідеалізована розрахункова схема балки (шпинделя), 




Рисунок И.1  Розрахункова схема балки (а) і правило знаків (б)  
 
Згідно [8,9,35] диференційне рівняння власних поперечних коливань  ділянки 






















i ,    (И.1) 
де   y  – поперечне переміщення осі шпинделя;  
x  – координата вздовж осі шпинделя;  
iEJ  – жорсткість на згин і - ї ділянки шпинделя;  
im  – розподілена маса (маса одиниці довжини і - ї ділянки шпинделя); 
p
ic  – коефіцієнт постелі (розподілена жорсткість пружної основи); 
j  – уявна одиниця;   t  – плинний час 























i  ,    (И.2) 
де   – демпфірування в матеріалі шпинделя;    –демпфірування постелі. 
Прогини шпинделя будемо шукати у вигляді  
tzYtyi sin)()(  ,      (И.3) 
де   – колова частота коливань; 
)(zY  – функція форми поперечних переміщень шпинделя. 
Запишемо їх в комплексній формі  
tj
i ezYty
 )()( .      (И.4) 



















.     (И.5) 
За МПП параметри шпинделя в початковому перетині зв’язуються з 
параметрами в будь-якому іншому перетині (в тому числі і кінцевому) через 
проміжні матриці переходу усіх ділянок і перетинів. 
Типова розрахункова схема (динамічна модель) шпиндельного вузла 
показана на рисунку И.2.  
 
Рисунок И.2  Типова розрахункова схема ШВ за МПП 
Шпиндель з оправкою на підшипниках розглядається як східчаста балка з 
довжиною l на пружно-демпфіруючих точкових чи розподілених опорах[35]. 
 455 
За допомогою n  радіальних перетинів (разом із крайніми), шпиндель 
розділений на )1( n  ділянку кусочно-постійного перетину. Кожна i  ділянка 
має розподілену масу im  та постійну жорсткість на згин iEJ . У k -му перетині 
діє зовнішня сила kP . 
При складанні розрахункової схеми використовують загально прийняті 
рекомендації відносно розташування опор шпинделя. Жорсткість підшипників 
визначають за загально визнаними методиками [53]. 
Демпфірування у матеріалі і опорах шпинделя враховують за даними про 
логарифмічні декременти коливань підшипників ШВ, отриманих 
експериментальним шляхом [142]. 
При наявності декількох силових факторів лінійна постановка задачі 
дозволяє використовувати принцип суперпозиції для послідовного визначення 
динамічних характеристик від кожного фактора окремо з послідуючим їх 
додаванням.  
Каталог можливих матриць переходу для різних видів ділянок і перетинів 
приведений в [35].  
При складанні програми розрахунків за МПП доцільно сформувати 
узагальнені матриці переходу для будь-якого перетину чи ділянки з урахуванням 
більшості можливих параметрів, які зустрічаються в розрахункових моделях ШВ. 
Це додає гнучкості програмі розрахунків, бо дозволяє застосовувати єдину 
програму для різних варіантів конструкцій ШВ. При відсутності в моделі будь-
якого з параметрів його значення в програмі просто дорівнює нулю.  
На рисунку И.6 представлені узагальнені схеми ділянки і перетину 
шпинделя, які застосовані в розробленій автором програмі для динамічного 
розрахунку ШВ верстатів і інших роторних систем. 
Розглянемо більш детально склад і математичний опис цих елементів ШВ. В 
загальному випадку окрему ділянку шпинделя можна представити як пружну 
балку постійного перетину з розподіленою по довжині масою, що лежить на 
 456 
пружно-дисипативній (вінклерівській) основі (постелі). Узагальнена схема 




Рисунок И.3  Узагальнена схема ділянки (а) і перетину (б) ШВ 
 
Наявність постелі дає можливість розраховувати шпиндельні вузли не тільки 
на підшипниках кочення (зосереджених точкових опорах в перетинах між 
ділянками), але й на розподілених по довжині ділянки опорах (голчатих, 
гідростатичних, аеростатичних підшипниках).  
Виведена з рівняння (И.10) узагальнена перехідна матриця для будь-якої 






































































































i    ,      (И.7) 
де    EJ  – жорсткість на згин першої ділянки шпинделя; 
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il – довжина i ділянки шпинделя; 
il – довжина шпинделя; 
iEJ  – жорсткість на згин i -ї ділянки шпинделя, причому E  – модуль 
пружності матеріалу шпинделя; iJ  – момент інерції поперечного перетину і-ї 
ділянки шпинделя, який знаходиться за виразом 
 64/)(
44
iii dDJ  ,     (И.8) 
де iD  і id – відповідно зовнішній і внутрішній діаметри шпинделя; 





























4 ,     (И.9) 
де    im  – погонна маса (маса одиниці довжини ділянки);  
  – колова частота коливань; 
ic  – розподілена жорсткість пружної основи (постелі); 
 j – уявна одиниця; 








,    (И.10) 
де 
p
ih  – коефіцієнт демпфірування пружної основи, 
 
m
ih – коефіцієнт демпфірування в матеріалі ділянки; 
Спеціальні функції Ai, Bi, Ci, Di  мають вид: 
 iii chA  cos
2
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  ; 














  .   (И.11) 
Вони можуть бути знайдені через табульовані функції А.Н.Крилова [35] або 









































 chD     (И.12) 
Перехідна матриця перетину може бути представлена як частковий випадок 
перехідної матриці ділянки, коли її довжина наближається до нуля. При цьому 
деякі параметри в перетині можуть різко змінюватись, в залежності від особливих 
умов (наявність зосередженого навантаження, точкової опори, закріпленої або 
підвішеної маси, перехід через стик і інших).  
Узагальнена схема перетину шпинделя показана на рисунку И.3-б. 




























 .     (И.13) 
В матриці iS  комплексні елементи iE  та iF  визначають вплив зосереджених 
в перетині опор (підшипників) та жорстко насаджених на шпиндель мас 
(наприклад, зубчасті колеса, шківи), а також підвішених мас (наприклад, 









ii jYXF   – для кутових коливань. Тут  
    


































  ; 
 


































  ; 
   
































  ; 
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 



























  ,    (И.14) 
де iM – маса, яка жорстко закріплена на вісі ділянки;  
ic  – радіальна жорсткість точкової опори в перетині;  
ih – коефіцієнт демпфірування точкової опори; 
iI  – момент інерції маси, яка жорстко закріплена на вісі ділянки;  
ik  – кутова жорсткість опори в перетині; 
i  – кутовий коефіцієнт демпфірування опори; 
'
iM
 – маса, яка підвішена в перетині (вантаж);  
'
ic  – радіальна жорсткість підвісу маси 
'
iM ;  
'




iI  – момент інерції маси 
'
iM , яка підвішена в перетині (вантажу);  
'




i  – кутовий коефіцієнт демпфірування підвісу маси 
'
iM ; 
  – кругова частота коливань. 
Комплексні елементи iG  та iH  матриці iS  використовуються при переході 





































H i  ,      (И.15) 
де  c   – радіальна жорсткість стику; 
h   – радіальний коефіцієнт демпфірування стику; 
c   – кутова жорсткість стику; 
h   – кутовий коефіцієнт демпфірування стику; 
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Розрахунок динамічних характеристик ШВ полягає у визначенні 
комплексних амплітуд стаціонарних змушених коливань шпинделя у будь-якому 
перетині від зовнішнього навантаження (силою kP чи моментом kM ).  
При наявності декількох силових факторів лінійна постановка задачі 
дозволяє використовувати принцип суперпозиції для послідовного визначення 
динамічних характеристик шпиндельного вузла від кожного фактора окремо (з 
наступним їх алгебраїчним підсумовуванням). 
Алгоритм рішення даної задачі заснований на складанні і розв’язанні 
матричного рівняння, яке пов’язує параметри у початковому перетині шпинделя 
через перехідні матриці його перетинів та ділянок з параметрами у кінцевому ( n -
му) перетині, а також силовим фактором, який діє у k -му перетині: 
kn BYAY  1  ,      (И.16) 
де 1Y , nY  – матриці-стовпці комплексних параметрів на вільних кінцях шпинделя 










































































































;      (И.17) 












































lM kk  – для моменту,  (И.18) 
де s  – коефіцієнт напрямку сили; 
A  – комплексна матриця, яка дорівнює добутку усіх перехідних матриць 















 ;     (И.19) 
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B  – комплексна матриця, яка дорівнює добутку усіх перехідних матриць 
шпинделя, які розташовані після k  перетину, де прикладена зовнішня 














 .     (И.20) 








































































































Після перемноження і складання матриць отримаємо систему рівнянь для 























 ,   (И.22) 
де ija , ijb  – комплексні числа, які є функціями частоти  , інерційних, 
жорсткістних, дисипативних та геометричних параметрів ШВ. 































  .    (И.24) 
Після розв’язання матричного рівняння по знайдених параметрах шпинделя в 
першому перетині і відомих перехідних матрицях можна знайти параметри у 
будь-якому m -му перетині згідно матричного рівняння 
1YCYm   ,      (И.25) 
де 1Y , mY  – матриці-стовпці параметрів у першому та m -му перетинах; 
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 C  – комплексна матриця, яка дорівнює добутку усіх перехідних матриць 















.     (И.26) 
Тоді легко знайти передаточні функції цих параметрів за силовим зовнішнім 
впливом, який діє у перетині k . 
Наприклад, комплексну частотну передаточну функцію (ПФ) для 















  .     (И.27) 
При 1kP  





  .     (И.28) 
По цих формулах можна обчислити і побудувати необхідні частотні 
динамічні характеристики роторної системи ШВ у формі АЧХ, ФЧХ, АФЧХ і 
інших. 
Знайдені комплексні амплітуди стаціонарних вимушених коливань шпинделя 
в усіх перетинах дозволяють побудувати форми (моди) коливань ШВ на вибраних 
частотах з робочого діапазону частот (наприклад, на резонансних частотах). 
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ДОДАТОК  К 
КЕРУЮЧА ПРОГРАМА ОБРОБКИ ДЕТАЛІ НА ВЕРСТАТІ ИР320ПМФ4 
 
Головна програма (Р1000) 
(Деталь 1) 
 
N10 Q11   - завантаження першого стола підпрограмою Р11  
N20 A180   - обертання стола на 180 градусів  
N30 G4 F1   - пауза 1 сек. на обертання  
N40 Q1   - інструмент - в магазин (підпрограма Р1)  
N50 T1    - пошук інструмента Т1 в магазині 
N60 Q2    - інструмент - в шпиндель (підпрограма Р2) 
N70 G90    - абсолютні координати  
N80 G55    - введення зміщень нуля по всіх вісях  
N90 G0 X-12 Y12  - позиціонування по осях X і Y на 1-й отвір  
N100 Z10 H1  - позиціонування по осі Z і корекція інструмента Т1 
N110 M40    - автоматичний пошук діапазону   
N120 M3 S600   - включення обертання шпинделя з n=600 об/хв 
N130 Q101    - робота інструмента Т1 (підпрограма Р101) 
N140 Q1    - завантаження інструменту в магазин (підпр.Р1) 
N150 T2   - пошук інструмента Т2 в магазині  
N160 Q2    - завантаження інструменту в шпиндель (підпр.Р2) 
N170 G90    (далі - по аналогії)  
N180 G55     . . . . . . . . . 
N190 G0 X-60 Y10  
N200 Z10 H2  
N210 M40  
N220 M3 S900  
N230 Q102    - робота інструмента Т2 (підпрограма Р102) 
N240 Q1  
N250 T3  
N260 Q2  
N270 G90  
N280 G55 
N290 G0 X-60 Y75  
N300 Z10 H3  
N310 M40  
N320 M3 S1000  
N330 Q103    - робота інструмента Т3 (підпрограма Р103) 
N340 Q1 
N350 T4  
N360 Q2  
N370 G90  
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N380 G55  
N390 G0 X-60 Y49  
N400 Z10 H4  
N410M40  
N420 M3 S800  
N430 Q104    - робота інструмента Т4 (підпрограма Р104) 
N440 Q1    - завантаження інструменту в магазин (підпр. Р1) 
N450 T35    - виклик порожнього місця інструмента  
N460 Q2    - завантаження інструменту в шпиндель (підпр. Р2) 
N470 Q10    - заміна чергового стола-супутника  
N480 G53   - відміна зміщення нуля 
N490 M5    - зупинка шпинделя  




  Р1 – підпрограма вивантаження інструмента із шпинделя в магазин 
N10 G0 M6   - автоматична зміна інструмента  
N20 G53 Z-129.265 H0  - вихід в фіксовану точку по вісі Z  
N30 Y0    - вихід в точку зміни інструмента по вісі Y  
N40 M11   - розтискання інструменту в шпинделі  
N50 G4 F2   - пауза 2 секунди на розтискання  
N60 Z0    - відведення шпинделя по вісі Z (без інструмента)  
N70 M2   - кінець підпрограми 
 Р2 – підпрограма завантаження інструмента в шпиндель із магазина 
N10 G0 M6   - автоматична зміна інструмента 
N20 G53 Z-129.265 H0 - вихід в фіксовану точку по вісі Z  
N30 М10   - затискання інструмента в шпинделі  
N40 G4 F2   - пауза 2 секунди на затискання  
N50 Y-250    - відведення шпинделя з інструментом по вісі Y  
N60 M2    - кінець підпрограми 
 Р10 – підпрограма зміни столів-супутників 
N10 G74 X0 A0   - автоматичний підхід до початку відліку по Х і 
А  
N20 G53   - відлік від абсолютного нуля верстата  
N30 G90   - абсолютна система координат 
N40 G0 Z0   - прискорене відведення шпинделя по вісі Z  
N50 X0 Y-250 - прискорене відведення шпинделя по вісі Y і стола 
по вісі Х  
N60 M60   - автоматична зміна стола (чергового)  
N70 G4 F1   - пауза 1 сек. На зміну  
N80 X150   - прискорений вихід в «нуль» верстата по вісі Х  
N90 M2   - кінець підпрограми.  
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 Р101 – підпрограма роботи 1-го інструменту (Т1) 
N10 G90    - абсолютна система координат  
N20 G83 X-12 Y12 Z-20 R5 K5 F60  - стандартний цикл глибокого свердління 
першого отвору  
N30 Y108    - координати другого отвору  
N40 X-108    - координати третього отвору  
N50 X-60 Y60   - координати четвертого отвору  
N60 X-108 Y12   - координати п’ятого отвору 
N70 G80    - відміна стандартного циклу G83  
N80 G0 Z10   - прискорений відхід на безпечну відстань  
N90 M2    - кінець підпрограми. 
 Р102 – підпрограма роботи 2-го інструменту (Т2) 
N10 G90    - абсолютна система координат  
N20 G0 X-60 Y10  - прискорений підхід до деталі по осям X, Y  
N30 G1 Z1 F200  - підхід до деталі по вісі Z(поволі)  
N40 G42 D2   - корекція радіуса (діаметра) фрези  
N50 Z-5 F30  - врізання на 5 мм  
N60 G91 F100   - відносна система координат  
N70 G3 J50   - обробка по колу (ССW)  
N80 G1 Y0. 5   - зміщення по радіусу на 0.5 мм  
N90 G2 J49.5   - обробка по колу (CW)  
N100 G90    - абсолютна система координат  
N110 Z10 F2000   - вихід на безпечний рівень по вісі Z 
N120 G40   - відміна корекції радіуса фрези  
N130 M2    - кінець підпрограми. 
 Р103 - підпрограма роботи 3-го інструменту (Т3) 
N10 G90    - абсолютна система координат  
N20 G0 X-60 Y75  - прискорений вихід в початок обробки  
N30 G1 Z1 F150  - підхід до деталі на робочій подачі  
N40 Y45 Z-2  - врізання по двох координатах Y і Z  
N50 Y75 Z-5   - те ж  
N60 Y45    - підчистка на дні майданчика  
N70 G42 D3  - корекція радіуса(діаметра) фрези  
N80 G91    - відносні координати  
N90 G3 J15   - обробка майданчика по повному колу  
N100 G90    - абсолютна система координат  
N110 G40 Y60  - відміна корекції, вихід на центр  
N120 G0 Z10   - прискорений вихід на безпечний рівень  







 Р104 - підпрограма роботи 4-го інструмента (Т4) 
N10 G90    - абсолютна система координат  
N20 G0 X-60 Y10  - прискорений підхід до деталі по осям X, Y  
N30 G1 Z1 F200  - підхід до деталі по вісі Z(поволі)  
N40 G42 D2   - корекція радіуса (діаметра) фрези  
N50 Z-5 F30  - врізання на 5 мм  
N60 G91 F100   - відносна система координат  
N70 G3 J50   - обробка по колу (ССW)  
N80 G1 Y0. 5   - зміщення по радіусу на 0.5 мм  
N90 G2 J49.5   - обробка по колу (CW)  
N100 G90    - абсолютна система координат  
N110 Z10 F2000   - вихід на безпечний рівень по вісі Z 
N120 G40   - відміна корекції радіуса фрези  
N130 M2    - кінець підпрограми. 
 
 
 
 
 
